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概 要

原始惑星系円盤は惑星が誕生する場所である．原始惑星系円盤において磁気乱流を
起こす磁気回転不安定性 (MRI)は重要である. しかし，原始惑星系円盤は弱電離環境
であるため，磁気乱流を維持できない領域 (デッドゾーン)が存在する．原始惑星系円
盤における乱流は，ダストから微惑星に至るまで，その成長に影響を及ぼす．そのた
め，惑星形成を考える上では，いつ，どこに，どの程度の乱流が存在するか知らなけ
ればならない．
本論文では電子の電場加熱による電離度の減少に着目する．これまでの MRI の研
究は，電子の温度は中性ガスの温度に等しいとしている．MRIによる磁気乱流は強い
電場を形成し，電子は電場によって加熱 (電場加熱)されうる．ダストを含む弱電離ガ
スは，電場加熱に伴い電離度が減少しうる (非線形オーム則)．電離度の減少は磁気乱
流を安定化させるため，原始惑星系円盤における電場加熱の重要性を検討する必要が
ある．
本論文で，原始惑星系円盤における，MRIによる電子の電場加熱とそれに伴う電離
度減少が起きる領域を解析した．そのための過程を二段階に分け，研究を行った．第
一段階として，電場加熱を考慮した詳細な数値計算を行うために，電子温度の近似的
な導出を試みた．第二段階として，第一段階で示した式を用いて，電場加熱領域の位
置を調べた．
以上を行い，２つの代表的な結果を示した．第一に，第一段階で導出した式は電場
加熱による電離度の減少を十分再現することを示した．第二に，これまで持続的な磁
気乱流が起こると考えられていた場所で，MRIの成長に伴う電場加熱が起き，結果と
して電気伝導度が減少することを発見した．数値計算の結果によれば，ダストサイズ
0.1µm，ダストガス質量比 0.01の最小質量円盤では，電場加熱が起こる領域が 20AU

から 70AU まで広がる．この領域では，電場加熱に伴い電気伝導度が減少するため，
激しい乱流は起きないことが示唆される．また，電場加熱によるダスト帯電により，
ダスト同士の合体成長が阻害されることも示唆された．
本研究によって，原始惑星系円盤のMRIでは，電場加熱が重要であることが示され
た. 特に，微惑星形成に大きな影響を与えうる．本研究で示した諸公式を用いて詳細
な数値計算を行うことで，定量的な影響が明らかになることが期待される．
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第 1章

序論

1995 年に Mayor & Queloz によって初の系外惑星が発見されて以来，多くの系外

惑星が発見されている．2013年 2月 6日時点で現在確認された系外惑星は 1075個に

もなる (http://exoplanet.eu)．それらの系外惑星は多様性に富んでおり，ホット

ジュピターと呼ばれる中心星に非常に近いガス型惑星や地球型惑星と呼ばれる地球に

似た惑星などが発見されている．

惑星は原子惑星系円盤と呼ばれる，ガスとダストからなる円盤において形成される．

古典的な惑星形成理論では，まず宇宙空間を漂う分子雲がある拍子に自己重力により

収縮することで原始星が形成される．その後，原始星周りの原始惑星系円盤で，ダス

トが赤道面に沈殿し非常に薄いダストの層を作る．そして，ダスト密度の高い層で合

体成長を繰り返すことで惑星は作られると考えられていた．しかし，そのようなダス

ト密度の高い層を形成出来る程，原始惑星系円盤が十分静的な状況であったかどうか

は不明であった．

一方で，原始惑星系円盤は何らかの方法で初期に持っていた角運動量を失い，時間

とともに中心星に降着してゆく．観測による原始惑星系円盤の存在確率から，そのよ

うに円盤が中心星へ降着しきるにはおよそ 106 年程度かかると考えられている．初

期の角運動量を抜き去る方法は，何らかの機構で乱流が発生し，その乱流の実効的な

粘性によるものだと考えられていた．しかし，乱流発生機構は明らかでなく，問題で

あった．

1998 年に Balbus & Hawley によって差動回転円盤において，磁気回転不安定性
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(MRI)が発達すれば，その磁気応力によって大きな角運動量が輸送されうることが示

唆された．

しかし，円盤がMRIにより乱流状態になれば，従来のダスト密度の高い領域は存在

しないと考えられるため，微惑星の形成が問題になる．そうなると原始惑星系円盤の

どの領域でMRIが発達するのかが重要になってきた．Balbus & Hawley (1991)の研

究は十分に磁場と中性ガスが結合した状況で電気伝導度を無限大の極限をとった理想

的な状況を考えており，その後電気伝導度が有限の値を持つ非理想的な MRI につい

ても研究が進められた．1996年に Gammieが十分に磁場と中性ガスが結合した状況

で電気伝導度が有限なMHDを考えれば，原始惑星系円盤の赤道面付近にデッドゾー

ンと呼ばれるMRIが起こらない領域があることを発見した．その後，2000年に Sano

et al.が具体的にデッドゾーンの領域を計算を行った．

非理想的なMHDの下で電気伝導度は，電流密度の流れやすさを決めるため，重要

な物理量である．長い間，電気伝導度は慣習的に電場に依らないとされていた．しか

し，Okuzumi & Inutsukaが原始惑星系円盤において電気伝導度が電場に依存しうる

ことを発見した．これは，ある程度電場が強くなると電子が電場によって加熱され，

中性ガスとは異なる温度をもつためである．この荷電粒子が電場によって加熱される

現象を電場加熱と呼び，Inutsuka & Sano (2005)によって初めて原始惑星系円盤での

応用が示された．従来の電気伝導度が電場に依らないという仮定は，電子の温度と中

性ガスの温度が等しいという仮定から来ており，その仮定は低電場の極限において妥

当である．しかし，原始惑星系円盤ではMRIの成長に伴い電場も成長するために，電

子の電場による加熱がおきると考えられる．従来の比例関係にあるオーム則に対し，

この電流密度と電場の関係は非線形オーム則と呼ばれる．

これまで考えられてきた MRI は線形のオーム則であり，そのため非線形オーム則

の重要性を検討する必要がある．

本論文の目的は，この非線形オーム則の応用をし，デッドゾーンの領域を新たに描

きなおすことである．しかし非線形オーム則の計算には，無限級数で表される特殊関

数を計算しなければならず，計算コストが高いために非線形オーム則の応用が困難で

あるという問題がある．そのため，本論文では，まず第一に，非線形オーム則を他の
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問題に簡単に応用できるような導出方法を示す．その後，非線形オーム則を用いて従

来のデッドゾーンを描きなおす．

本論文では，従来のデッドゾーンに対し，より広い領域で非線形オーム則が重要に

なり，非線形オーム則によるデッドゾーンが形成されることを示す．

本論文の構成は，まず第 2章では本研究において重要な物理や先行研究を整理する．

次の第 3章で本研究に入る．
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第 2章

背景

この章では本研究に入る前に本研究において重要な物理および先行研究を整理する．

本章は３つの節から成っている．2.1節で本研究において背景的な現象であるMRIの

基礎的な内容を紹介する．2.2 節で Sano et al. (2000) で行った，デッドゾーンがど

のような領域に存在するか具体的に計算した結果を紹介する．2.3 節で Okuzumi &

Inutsuka (in prep)で行った，本論文において最も重要な関係である非線形オーム則

を紹介する．

2.1 MRI

本節ではMRIの基礎的な事項を整理する．本節を書くにあたって Chen (1977)お

よび Johansen (2009)を参考にした．

2.1.1 MRIとは

MRIとは磁気回転不安定性 (Magnetorotational instability)のことで，磁場中の差

動回転する流体におこる不安定性である．この不安定性は Velikhov (1959)によって

発見され，Chandrasekhar (1961) の本にも載っている．原始惑星系円盤におけるそ

の不安定性の重要性が認識されたのは Balbus & Hawley (1991)である．本論文では

磁気回転不安定性はMRIと表記する．

原始惑星系円盤において MRI は円盤中の角運動量を円盤の外側へ輸送しながら発
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達する．現在では初期の円盤の角運動量を抜き去る方法として最も有力な方法である

と考えられている．

Balbus & Hawley (1991) では，ある一様な磁場中で，その磁場方向に軸対称な作

動回転をする流体の理想 MHDを線形安定性解析することで MRIが現れることを示

している．以下では，理想MHDとMRIを理解する上で必要な式を整理してゆく．

2.1.2 理想MHD

MHD とは磁気流体力学 (Magnetohydro dynamics) のことであり，流体の運動と

磁場の進化を同時に解く．磁場中を運動する流体中の荷電粒子はローレンツ力を受け，

その荷電粒子を通じて流体の中性粒子は力を受ける．そのようにMHDは流体があた

かも磁場から力を受けているとして扱う．また電流が流れるとその周りに磁場が発生

し，その磁場によって流体自身は力を受ける．従ってMHDは流体のと磁場の進化を

同時に解くために，流体の方程式系と電磁気の方程式系の両方が基礎方程式となる．

電流の流れやすさを表す量に電気伝導度という物理量がある．一般には，電気伝導

度は有限の値を持つが，電気伝導度を無限大にする極限でのMHDを理想MHDと呼

ぶ．理想MHDはMRIの線形安定性解析が簡単になることに加え，MRIの理解がし

やすくなるため以下では理想MHDについて考える．

本論文では cgs ガウス単位系を用いる．単位系には cgs ガウス単位系に加えて

MKSA 単位がよく用いられる．Appendix A.1 において cgs ガウス単位系と MKSA

単位系の違いをまとめた．本論文では電磁気を表記するにあたって E-B 対応を用い

る．また磁束密度は単に磁場と表記する．

基礎方程式
原始惑星系円盤では，移流に比べ分子粘性は微小である．従って，流体を記述する

には粘性を考慮しないオイラー方程式を使えば良い．流体にかかる力は重力と圧力勾

配力のほかに電磁場から受ける力も加わる．電場 E と磁場 B が存在するとき，流体

要素の体積を V，その体積中の荷電粒子 α(α =電子 or陽イオン)の電荷量を Qα，速
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度を uα とすると，流体の単位体積あたりのローレンツ力は，

FLorentz =
1
V

·
∑

α

Qα

(
E +

1
c
uα × B

)

=
∑

α

qαnα

(
E +

1
c
uα × B

)

= ρeE +
1
c
J × B (2.1)

となる．ここで cは光速であり，qα と nα はそれぞれ荷電粒子 α１個あたりの電荷量

と荷電粒子 α の数密度である．ρe ≡
∑

α qαnα と J ≡ qαnαuα はそれぞれ単位体積

あたりの電荷量と電流密度であるとする．

原始惑星系円盤は電気的にほぼ中性であると考えられるので ρe は非常に小さい．そ

のため (2.1)の右辺１項目の電場による力は十分に無視できると考えられる．従って，

MHDの運動方程式は，

∂u

∂t
+ (u ·∇)u = −1

ρ
∇P − GM∗

r2
eR +

1
ρc

(J × B) (2.2)

と書ける．ここで uは流体の速度，P は流体の圧力，ρは流体の密度，右辺第二項は

重力を表し，eR は中心星から位置Rに向けた単位ベクトルである．

質量保存を表す連続の式は，

∂ρ

∂t
+ (u ·∇)ρ = −ρ ∇ · u (2.3)

と書ける．

状態方程式は，等温変化を仮定すれば，等温変化の音速 cs を使って，

P = c2
sρ (2.4)

と書ける．

MHDは流体の運動と同時に磁場の進化も解く．マクスウェル方程式の１つである

ファラデーの式は磁場の時間発展を表し，

∂B

∂t
= −c∇× E (2.5)
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と書ける．

電場によって発生する電流密度はオームの法則によって記述される．オームの法則

は流体と共に運動する系から記述され，電場をE，電流密度を J，電気伝導度を σc と

すれば，
J ′ = σcE

′ (2.6)

と表される．ここで ′ は流体と共に運動する系から見た量であることを表す．電場に

対しローレンツ変換を施せば，流速が光速に比べ十分に遅い場合，

E′ = E +
1
c
u × B (2.7)

と書ける．また，流体の速度が光速に比べ十分遅い場合は，流体と同じ速度で動く系

から見た電流密度 J ′ と静止座標系からみた電流密度 J は

J ′ = J (2.8)

となる．従って，これらを組み合わせれば，

∂B

∂t
= −c∇×

(
J

σc
− 1

c
u × B

)
(2.9)

となる．ここで理想MHDを考えれば σc → ∞なので，結局

∂B

∂t
= ∇× (u × B) (2.10)

となる．これは理想MHDの誘導方程式と呼ばれ，磁場の時間変化を表す．

電場と磁場を表すマクスウェル方程式はファラデーの式の他にガウスの式，磁束保

存の式，マクスウェル－アンペールの式があり，それぞれ

∇ · E = 4πρe (2.11)

∇ · B = 0 (2.12)

4πJ +
∂E

∂t
= c∇× B (2.13)
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と書ける．電場の時間変化が十分小さい時，変位電流は無視することができて，

4πJ = c∇× B (2.14)

と表される．これをアンペールの式と呼ぶ．通常，流体の運動が非相対論的であると

きは，電場の時間変化は十分小さいとすることができる. 以降は (2.13) の代わりに

(2.14)を用いる．

以上をまとめると，理想MHDの基礎方程式系は (2.2), (2.3), (2.4), (2.10)，(2.14)

で記述される．この方程式系は電場を陽に含まないが，電場はオームの法則を通じて

電流と関係づいていることは注意すべきである．

電気伝導度
ここでは，オームの法則 (2.6)における電気伝導度 σc について詳しく見てゆく．

まず，中性ガス粒子静止系での電流密度は定義より，

J ′ ≡
∑

α

qαnα ⟨vα⟩′ (2.15)

と表される．⟨vα⟩は荷電粒子 αの平均速度である．

次に，⟨vα⟩′ を求める．質量mα の荷電粒子は電場から力を受け，平均衝突時間∆tα

の間に ⟨vα⟩′ だけ加速されたとすると，mα ⟨vα⟩′ /∆tα = qαE′ より，

⟨vα⟩′ =
qαE′∆tα

mα
, (2.16)

となる．

(2.16)を (2.15)に代入すると，

J ′ =

(
∑

α

q2
αnα∆tα

mα

)
E′, (2.17)

となる．この式の括弧の部分を電気伝導度 σc と呼ぶ．電気伝導度は荷電粒子の数密

度 nα が多いとき，流れる電気の量が増えるため電気伝導度は上がる．あるいは，荷電

粒子の中性ガス粒子との平均衝突時間が長いとき，より速く運動できるため，電気伝

導度は上がる．
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電気伝導度を無限大の極限に取ることは，荷電粒子の量を増やし，中性ガス粒子の

量を減らす極限に相当する．つまり，十分に電離しているとき，理想MHDであると

言える．

通常，オームの法則では電気伝導度を電場依存しないとして扱う．しかし，一般的

に，電気伝導度一定は仮定である．Okuzumi & Inutsuka (in prep)はこの仮定を取り

除いた上で，電場と電流密度の関係を調べた．これについては 2.3節で詳しく扱う．

プラズマ β 値
(2.2) の磁場から受ける力をもう少し詳しく見てみる．ローレンツ力の J にアン

ペールの法則 (2.14)を用いれば，ローレンツ力は，

1
c
J × B =

1
4π

((∇× B) × B)

=
1
4π

((B ·∇)B −∇
(

B2

2

)
) (2.18)

となる．第一項目は磁力線が曲げられた際にそれを元に戻そうとする力で，磁気張力

と呼ばれる．第二項目は磁場の強さの勾配によって働く力であり，圧力と同じ形式の

ため，磁気圧と呼ばれる．磁場がどのくらい強いかを表す無次元数にプラズマ β 値と

いうものがあり，ガス圧と磁気圧の比で表され，

β =
8πP

B2
(2.19)

と書ける．

アルフベン速度
流体の運動が磁気張力によって支配されている場合において，速度場がない (u0 = 0)

一様な磁場中 B0 に速度の摂動 u1 を与え，磁場の１次の微小量B1 の時間変化を考え

る．また非圧縮性流体であるとする．つまり流体の方程式は

∂u1

∂t
=

1
4πρ

(B0 ·∇)B1 (2.20)
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と表される，また，理想MHDの誘導方程式 (2.10)は

∂B1

∂t
= ∇× (u1 × B0)

= (B0 ·∇)u1 (2.21)

となる．(2.20)と (2.21)を連立させると，

∂2B1

∂t2
=

B2
0

4πρ
∇2B1 (2.22)

となる．これはB1 に関しての波動方程式であり，磁場の摂動は

vA =
B0√
4πρ

(2.23)

という速さで伝わることを示している．この速度をアルフベン速度と呼ぶ．

2.1.3 MRIの導出

MRIは差動回転する円盤上で，理想MHDの基礎方程式系に対し線形安定性解析を

することで見ることができる．以下にそれを示す．

ここではケプラー回転をする円盤にｚ方向一様な磁場が存在しているような状況を

考える．したがって中心星から r 離れた点における角速度 Ωは

Ω(r) =
√

GM∗
r3

(2.24)

となる．円筒座標系 (r,φ, z)で流体の方程式 (2.2)を書き表すと，

∂ur

∂t
−

u2
φ

r
+ (u ·∇)ur = −1

ρ

∂P

∂r
− GM∗

r2
er +

1
ρc

(J × B)r (2.25a)

∂uφ

∂t
+

uruφ

r
+ (u ·∇)uφ = − 1

ρr

∂P

∂φ
+

1
ρc

(J × B)φ (2.25b)

∂uz

∂t
+ (u ·∇)uz = −1

ρ

∂P

∂z
− GM∗

r2
ez +

1
ρc

(J × B)z (2.25c)

(2.25d)

となる．
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x�

y�

r0�

Ω0�

(x,y,z)�

図 2.1 局所シアリングシート近似を表す概念図．距離 r0 だけ離れ，角速度 Ω(r0)で回転して
いる点 (x, y, z)まわりの局所的な領域を見る．その領域内では物理量は z 方向には依存性を持
つが，x, y 方向には依存性を持たないとする．原点が Ω(r0)で回転するために差動回転円盤で
は原点周りにせん断方向の風が吹く．

局所シアリングシート近似
MRI の線形安定性解析は適切な近似を幾つか置くことで，簡潔な議論をする事が

できる．MRI は原始惑星系円盤において局所的な不安定性である．従って，円盤と

ともに回転し，近傍しか見ないような系をとることにする．中心星から r0 だけ離れ，

Ω(r0)で回転する点を原点に取る．そこから 図 2.1のように動径方向に x軸，方位角

方向に y 軸を取る．x，y は共に r0 に比べ十分小さいとできる範囲を見る．具体的に

式で表せば，

x = r − r0 (2.26)

y = r0(φ − Ω0t) (2.27)
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となる．ここで Ω0 = Ω(r0)である．

局所近似を用いたときのケプラー回転による背景の速度場を知るために (2.26)(2.27)

を時間 tに関して偏微分すると，点 (x, y, z)における x方向の速度を ux，y 方向の速

度を uy とすれば，

ux = ur (2.28)

uy = r0

(
∂φ

∂t
− Ω0

)
(2.29)

となる．(2.29)で定常状態を考え (φ̇ = Ω(r))，x/r0 ≪ 1より x/r0 の２次以上の項を

無視すれば，定常状態の速度場は

ux,stable = 0 (2.30)

uy,stable = −3
2
Ω0x (2.31)

と書ける．

簡潔な議論のために重力の寄与は z 方向にはなく，r 方向のみにあると考える．ま

た，局所近似を用いて２次以上の微小量を無視することで流体の方程式を簡単にする．

r 方向の運動方程式の潮汐力は， uφ = r ∂φ/∂tをもちいれば，

u2
φ

r
− GM∗

r2
= (r0 + x)

(
∂φ

∂t

)2

− GM∗
(r0 + x)2

= (r0 + x)
(

uy

r0
+ Ω0

)2

− GM∗
r2
0

(
1 +

x

r0

)−2

≈ r0(1 +
x

r0
)
(

Ω2
0 + 2

uyΩ0

r0

)
− r0Ω2

0

(
1 − 2

x

r0

)

≈ 3Ω2
0x + 2uyΩ0 (2.32)

となる．次に φ方向の運動方程式の各項を書き換える．まず時間微分は，

∂uφ

∂t
=

∂

∂t

(
r

(
uy

r0
+ Ω0

))

=
uxuy

r0
+ uxΩ0 +

r

r0

∂uy

∂t

≈ uxΩ0 +
∂uy

∂t
(2.33)
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となる．uruφ/r は，

uruφ

r
= ux

(
uy

r0
+ Ω0

)

≈ uxΩ0

(2.34)

となる．

よって，以上より，解くべき方程式系は，

∂ux

∂t
+ (u ·∇)ux = 2Ω0uy + 3Ω2

0x −1
ρ

∂P

∂x
+

1
ρc

(J × B)x (2.35a)

∂uy

∂t
+ (u ·∇)uy = −2Ω0ux −1

ρ

∂P

∂y
+

1
ρc

(J × B)y (2.35b)

∂uz

∂t
+ (u ·∇)uz = −1

ρ

∂P

∂z
+

1
ρc

(J × B)z (2.35c)

∂ρ

∂t
+ (u ·∇)ρ = −ρ∇ · u (2.35d)

∂B

∂t
+ (u ·∇)B = (B ·∇)u − B(∇ · u) (2.35e)

となる．

MRIの線形安定性解析
これらの方程式系に対し，線形安定性解析を行うことで，摂動の時間進化を調べる．

物理量を無摂動量と１次の微小量で表し，１次の微小量についての方程式系に書き換

える．無摂動量として磁場は z の方向のみが存在，速度場はケプラー回転によるシ

アー流が存在，密度および圧力は空間一様であるとする．従ってそれぞれ物理量は，

u = −3
2
Ω0xey +u′ (2.36a)

B = B0ez +B′ (2.36b)

ρ = ρ0 +ρ′ (2.36c)

P = P0 +P ′ (2.36d)

J =
1

4πc
∇× B′ = J ′ (2.36e)

となる．
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この方程式系は，２次の微小量を無視することに注意すれば，

∂u′
x

∂t
− 3

2
Ω0x

∂u′
x

∂y
= 2Ω0u

′
y

− 1
ρ0

∂P ′

∂x
+

1
ρ0c

(J ′ × B0)x (2.37a)

∂u′
y

∂t
− 3

2
Ω0x

∂u′
y

∂y
− 3

2
Ω0u

′
x = −2Ω0u

′
x

− 1
ρ0

∂P ′

∂y
+

1
ρ0c

(J ′ × B0)y (2.37b)

∂u′
z

∂t
− 3

2
Ω0x

∂u′
z

∂y
= − 1

ρ0

∂P ′

∂z
+

1
ρ0c

(J ′ × B0)z (2.37c)

∂ρ′

∂t
− 3

2
Ω0x

∂ρ′

∂y
= −(ρ0 + ρ′)∇ · u′ (2.37d)

∂B′
x

∂t
− 3

2
Ω0x

∂B′
x

∂y
= B0

∂u′
x

∂z
(2.37e)

∂B′
y

∂t
− 3

2
Ω0x

∂B′
y

∂y
= B0

∂u′
y

∂z
+ (B ·∇)(−3

2
Ω0x) (2.37f)

∂B′
z

∂t
− 3

2
Ω0x

∂B′
x

∂y
= B0

∂u′
z

∂z
− B0(∇ · u′) (2.37g)

となる．

以下では簡潔な議論のために z 方向の不安定モードだけを調べるとする．つまり，

x, y 方向には摂動が起きないことを意味する．従って，1次の摂動量がそれぞれ

q′ ∝ exp [i(kzz − ωt)] (2.38)

q′ : ある摂動量　

と書けるとして，ある波数 kz の不安定性を調べる．

z方向のモードだけ取り出すことにより，1次の摂動量の x微分と y微分は 0とな
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る．ここでローレンツ力は，アンペールの式 (2.14)を使えば，

1
ρ0c

(J ′ × B0) =
1

ρ0c
((

c

4π
∇× B′) × B0)

=
1

4πρ0
((B0 ·∇)B′ −∇(B0 · B′))

=
1

4πρ0

(
B0

∂B′

∂z
− B0

∂B′
z

∂z
ez

)
(2.39)

である．

以上を踏まえると上記の方程式系は

∂u′
x

∂t
= 2Ω0u

′
y +

B0

4πρ0

∂B′
x

∂z
(2.40a)

∂u′
y

∂t
= −1

2
Ω0u

′
x +

B0

4πρ0

∂B′
y

∂z
(2.40b)

∂u′
z

∂t
= − 1

ρ0

∂P ′

∂z
(2.40c)

∂ρ′

∂t
= −ρ0

∂u′
z

∂z
(2.40d)

∂B′
x

∂t
= B0

∂u′
x

∂z
(2.40e)

∂B′
y

∂t
= B0

∂u′
y

∂z
− 3

2
Ω0B

′
x (2.40f)

∂B′
z

∂t
= B0

∂u′
z

∂z
− B0

∂u′
z

∂z
= 0 (2.40g)

となる．(2.40g) は B′
z は時間進化しないことを示している．また，(2.40c) と

(2.40d)は連立すれば波動方程式となり，また他の物理量に関係してこないので方程式

系から外すと，結局，MRIは，

∂u′
x

∂t
= 2Ω0u

′
y +

B0

4πρ0

∂B′
x

∂z
(2.41a)

∂u′
y

∂t
= −1

2
Ω0u

′
x +

B0

4πρ0

∂B′
y

∂z
(2.41b)

∂B′
x

∂t
= B0

∂u′
x

∂z
(2.41c)

∂B′
y

∂t
= B0

∂u′
y

∂z
− 3

2
Ω0B

′
x (2.41d)
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という形から導かれることを以下に見てゆく．

MRIの分散関係の導出
すると，(2.41)は，

iωu′
x + 2Ω0u

′
y + ikz

B0

4πρ0
B′

x = 0 (2.42a)

iωu′
y − 1

2
Ω0u

′
x + ikz

B0

4πρ0
B′

y= 0 (2.42b)

iωB′
x + ikzB0u

′
x = 0 (2.42c)

iωB′
y + ikzB0u

′
y − 3

2
Ω0B

′
x = 0 (2.42d)

となる，従って，
⎛

⎜⎜⎜⎝

iω 2Ω0 ikzB0/4πρ0 0
−Ω0/2 iω 0 ikzB0/4πρ0

ikzB0 0 iω 0
0 ikzB0 −3Ω0/2 iω

⎞

⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎝

u′
x

u′
y

B′
x

B′
y

⎞

⎟⎟⎟⎠
= 0 (2.43)

を解けば良い．自明な解 u′
x = u′

y = B′
x = B′

y = 0を除けば，各摂動量の波数 kz が満

たす分散関係は

ω4 − 2ω2(2v2
Ak2

z + Ω2
0) + v2

Ak2
z(v2

Ak2
z − 3Ω2

0) = 0 (2.44)

となる．ここで vA は (2.23)で定義したアルフベン速度である．

(2.44)を ω2/Ω2
0 の２次方程式とみなせば，解くことができ，

ω2
±

Ω2
0

=
v2

Ak2
z

Ω2
0

+
1
2
±

√

4
v2

Ak2
z

Ω2
0

+
1
4

(2.45)

と書ける．ω2 を kz の関数としてプロットしたものが 図 2.2になる．ω は (2.38)の

ように与えられるため，ω2(kz) < 0のとき kz は不安定，ω2(kz) > 0のとき kz は安

定な波数と言える．0 < kz <
√

3Ω0/vA で ω2
− < 0 なので不安定である．

√
3Ω0/vA

はMRIが起きる最大の波数である．これを波長 λになおすと，

λ = 2π
vA√
3Ω0

(2.46)
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図 2.2 理想 MHD における MRI の分散関係．縦軸は摂動の周波数の２乗であり，横軸は摂
動の波数を表しており，それぞれケプラー角速度の２乗と Ω0/vA で規格化している．青線は
(2.45) の 2解の内の ω2

−/Ω2
0 を描いた線であり，赤線は ω2

+/Ω2
0 を描いた線である．ω2 < 0の

とき不安定，ω2 > 0のとき安定である．

となる．これは理想MHDにおけるMRIが起きる最小波長である．

理想MHDにおける磁気回転不安定が最も速く成長する波長はmin(ω2)を考えれば

よく，kz > 0という条件を課せば，

λ = 2π

√
16
15

vA

Ω0
(2.47)

のとき最大成長率
Im(ω)max =

3
4
Ω0 (2.48)

をとる．そのため，ケプラー回転をする MRI の代表的な成長タイムスケールはファ

クターを無視すれば ∼ 1/Ω0 となる．これはつまり円盤を一周する間に不安定性が発

達することを言っており，これは原始惑星系円盤における大局的な現象において比較

的短いタイムスケールである．

ここまでは不安定波長 λ はガス密度のスケールハイト H 以内であるとしていた．

しかし，実際にはガスの密度が十分薄い円盤上層部ではMRIが発達しない．具体的に
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は，最大成長波長 (2.47)がガス密度スケールハイト以内であればMRIは起きる (Sano

& Miyama, 1999)．理想MHDの原始惑星系円盤においてMRIがおこる条件は，

2π
vA

Ω0
! H (2.49)

となる．

以上が理想MHDにおける議論である．

2.1.4 非理想MHD効果

理想 MHD というのは電気伝導度が無限大の極限であった．それに対し，非理想

MHDというのは電気伝導度が有限の値を持つときのMHDである．

非理想MHDの場合，誘導方程式は (2.9)にアンペールの式 (2.14)と磁束保存の式

(2.12)を用いれば，

∂B

∂t
= ∇× (u × B) − c2

4πσc
∇× (∇× B)

= ∇× (u × B) − c2

4πσc
(∇(∇ · B)－∇2B)

= ∇× (u × B) + η∇2B (2.50)

ここで，v は中性ガスの速度，B は磁場，η は磁気拡散係数であり，

η =
c2

4πσc
(2.51)

である．(2.50)の右辺第一項は理想MHDの誘導方程式の右辺と同じである．これは，

ガスによって磁場が曲げられるために，磁場が成長することを表す．右辺第二項は拡

散を表す項である．左辺とこの項だけ見れば，拡散方程式の形をしている．つまりこ

の磁気拡散係数 η が大きいほど，磁場はあまり成長しなくなることがわかる．(2.51)

より，電気伝導度 σc が小さいとき，η が大きくなるため，磁場の拡散が効く．このよ

うに，電気伝導度が小さいために磁場が発達しにくくなる現象をオーム散逸と呼ぶ．

(2.50) の第一項と第二項の大きさの比を取ることで，オーム散逸が支配的になる

基準を表す無次元量を求めることができる．長さ微分を ∼ Ω/vA，流速を ∼ vA とす
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れば，
Re,M ≡ |∇× (u × B)|

η∇2B
∼ v2

A

ηΩ
(2.52)

となる．この無次元量を磁気レイノルズ数 Re,M と呼ぶ．Re,M ≫ 1 のとき，(2.50)

の第一項が支配的なので，オーム散逸は無視できる．従って，理想MHDとして近似

できる．Re,M ≪ 1のとき，(2.50)の第二項が支配的なので，オーム散逸は支配的で

ある．従って，非理想MHDとして扱うべきである．

オーム散逸がおこる代表的な波数を見積もる．磁気拡散係数 η の次元は [L2T−1]で

ある．また，速度の次元を持つ物理量にはアルフベン速度 vA がある．よってオーム

散逸のおこる代表的な波数は ∼ vA/η と書ける．次元を長さに変換すると ∼ 2πη/vA

と書ける．この長さスケールより短い長さ領域ではオーム散逸が効く．原始惑星系円

盤の長さのスケールとしてガス密度スケールハイトH をとると，オーム散逸が効く条

件は，
2πη/vA " H (2.53)

と表すことができる．

2.2 デッドゾーン：Sano et al. (2000)について
2.2.1 デッドゾーンとは

デッドゾーンとは原始惑星系円盤においてオーム散逸によって MRI が成長しない

領域のことである．Gammie (1996)において，磁気レイノルズ数が 1を下回るような

電離度の領域が円盤赤道面付近に存在するとして提唱された．その後デッドゾーンを

解析的に計算したのが Sano et al. (2000)である．

原始惑星系円盤において，磁気乱流は微惑星形成に大きな影響をおよぼす．また，

円盤の角運動量輸送機構としても重要である．そのためデッドゾーンの詳細を知るこ

とは重要である．この節では Sano et al. (2000)のレビューを行う．
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2.2.2 局所MRI条件

円盤の不安定な領域を求めるためには，円盤の局所的な不安定条件で記述すると便

利である．

円盤のある点で MRIが起きるには，理想 MHDで MRIが成長する条件 (2.49)を

満たし，オーム散逸でMRIが成長しない条件 (2.53)を満たさなければ良い．よって，

局所MRI条件は，

unstable :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

2π
vA(r, z)
Ω(r)

! H(r) (2.54a)

and

2π
η(r, z)
vA(r, z)

! H(r) (2.54b)

と表すことができる (Sano & Miyama, 1999) ．ここでアルフベン速度 vA は (2.23)

より，vA(r, z) = B(r)/
√

4πρ(r, z)と書ける．

(2.54a)は解析的に式変形をすることができる．密度が低いために十分に磁場と結合

しなくなるスケールハイト Hideal は，ガス密度スケールハイト H を用いて，

Hideal ≡
√

2 log
βc

8π2
H (2.55)

と書ける．図 2.3 に Hideal/H の βc 依存性を表している．(2.55) より βc > 8π2 ≈

79.0のとき Hideal が存在する．つまり βc < 8π2 以下のとき原始惑星系円盤の全領域

でMRIは起きないことを意味する．

2.2.3 計算モデル

Sano et al. (2000)は以下の設定の下，計算を行った．

• 初期の円盤の状態からMRIが成長する領域を求めた．　

• 局所MRI条件に (2.54)を用いた．

• 円盤は方位角方向一様である．

• 基準となる円盤の面密度は，最小質量円盤である．
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図 2.3 Hideal と H の比の βc 依存性．縦軸が Hideal/H =
p

2 log(βc/8π2) であり，横軸が
βc である．この関数は βc > 8π2 において存在する．

• 温度分布は光学的に薄い円盤の温度分布である．

• 音速は等温変化で伝わる．

• z 方向の密度分布は静水圧平衡から求める．

• ガス密度スケールハイトは H = cs/
√

2Ωである．

• 磁場分布は赤道面でのプラズマベータ値 βc を一定であるとして与えた．

• 電気伝導度は，荷電粒子の数密度を平衡状態の電離反応計算によって求めた．

• 電子の温度は中性ガスの温度に等しい．

• 存在する粒子は電子，H+，He+，C+，H+
2，H+

3，分子イオンm+，メタルM+

とダストを考えた．

• 分子イオンは実際は様々な種類があるが，種類に依らず性質はほぼ同じなので

HCO+ に代表させた．同様にメタルもMg+ に代表させた．

• 中性分子を電離する源は銀河宇宙線である．

• 各粒子間の衝突速度係数は実験式を用いた.

計算順序としては，まず以上のモデルの下で円盤の構造を求める．その後，円盤の各

点 (r, z)において局所MRI条件 (2.54a) (2.54b)を判定する．そうすることで，デッ

ドゾーンを考慮したMRIの成長する領域を求めることができる．
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2.2.4 結果

原始惑星系円盤円盤における MRI が成長する領域を描いたものが図 2.4 である．

縦縞の領域が不安定の起こる領域である．この図における λres，λideal は局所 MRI

条件のガス密度スケールハイト H と比べられる長さである．それぞれ 2πη/vA，

2πvA/Ω(r) である．図左側の λres/H = 1 の内側の安定領域がデッドゾーンである．

また，不安定領域上部の安定領域はガス密度が低いため，磁場と十分カップリングで

きずに安定となっている領域である．

このようにデッドゾーンは円盤の赤道面かつ内側の密度の高い領域に存在している

ことがわかる．それは MRI が起きるのに十分な電離源が円盤の赤道面付近まで届か

ないためである．

26
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Gammie (1996). The low ionization fraction in the decou-
pled regions is caused merely by the very high density, not
by attenuation of cosmic rays. At r \ 30 AU, we Ðnd tdis ?

at any z, and consequently the gas is strongly coupledtKwith magnetic Ðelds.

3.1.2. Unstable Regions
We shall Ðnd out the regions where the condition given

by equation (2) is satisÐed using the spatial distribution of
magnetic di†usivity on the r-z plane obtained above. In
such regions, the magnetorotational instability is operative
(Paper I), and thus we call them the unstable regions.

Since the stability condition also depends on the Alfve" n
speed, we have to specify the spatial distribution of mag-
netic Ðeld strength. For the sake of simplicity, we consider
only the vertical component of magnetic Ðelds and assume
that the plasma beta at the midplane, is con-b

c
\ 2c

s
2/vAc2 ,

stant in the disk, where is the speed at the mid-vAc Alfve" n
plane. Then, the distribution of magnetic Ðeld strength for
the disks with q \ 3/2, and KM* \ 1 M

_
, p \ 12, T0 \ 280

is given by

B(r) \ 1.9f &1@2A r
1 AU

B~13@8A b
c

100
B~1@2

G . (22)

Figures 7a and 7b show the unstable regions for the cases
of and 1000, respectively. In these Ðgures the curveb

c
\ 100

labeled represents the locus of the points atjideal/H \ 1
which the characteristic unstable wavelength in the ideal
MHD limit, is equal to the scale height of the disk,jideal,

jideal(r, z) 4 2n vA(r, z)
)(r)

\ H(r) . (23)

The curve with is the locus of the points at whichjres/H \ 1
the characteristic unstable wavelength in the resistive limit,

is equal to the scale height,jres,

jres(r, z) 4 2n g(r, z)
vA(r, z)

\ H(r) . (24)

The critical condition for decoupling of magnetic Ðeld,
mentioned above is equivalent to equation (24)tdis \ tK,

when b
c
\ 1.

For a given radius, increases exponentially as thejidealheight o z o increases because the speed becomesAlfve" n
greater, while decreases because the magnetic di†usivityjresdecreases as o z o increases. Therefore, the instability condi-
tion (eq. [2]) is satisÐed only in themax (jideal, jres) [ H
striped area between the two critical curves andjideal/H \ 1

in Figure 7.jres/H \ 1
The condition is easily reduced tojideal/H \ 1

o z o \A
ln

b
c

4n2
B1@2

H , (25)

which gives o z o \ 0.96H and 1.8H for and 1000,b
c
\ 100

respectively. The magnetorotational instability is sup-
pressed due to magnetic dissipation in the region below the
critical curve which corresponds to GammieÏsjres/H \ 1,
(1996) ““ dead zone.ÏÏ The dissipation process is less impor-
tant for stronger magnetic Ðeld. Thus the stable region
shrinks as the plasma beta decreases. At the points where

holds, the hydrogen number density takesjres/H \ 1 nH(0.8È1.7) ] 1011 and (0.5È1.2) ] 1011 cm~3 for the cases of
and 1000, respectively. At temperatures belowb

c
\ 100

several hundred kelvins where thermal ionization is negligi-
ble, the magnetic di†usivity is determined mainly by the
density and the ionization rate. Because the column density
above the dead zone is far below the attenuation length of
cosmic rays, the boundary of the dead zone is determined
mostly by the local density in this case.

FIG. 7.ÈUnstable regions (striped) for the cases of (a) the plasma beta at the midplane and (b) for the Ðducial model (same as in Fig. 1).b
c
\ 100 b

c
\ 1000

The dotted curve denotes the scale height of the disk, z \ H(r). In the region above the curve the instability does not e†ectively work because thejideal/H \ 1,
wavelengths of the unstable modes are larger than the scale height of the disk. The region below the curve is stable because the magneticjres/H \ 1
dissipation is e†ective and corresponds to GammieÏs (1996) ““ dead zone.ÏÏ

図 2.4 Sano et al. (2000) の原始惑星系円盤における不安領域．縦軸は円盤の赤道面から
の距離 [AU] であり，横軸は中心星からの距離 [AU] を表している．縦縞の領域が MRI によ
る不安定領域である．原点から延びる点線は円盤のガス密度スケールハイトを表している．
λidal/H = 1 の破線は理想 MHD における MRI 領域のスケールハイトを表している．本論文
では λ は Hideal に相当する．また λres/H = 1 の破線はデッドゾーンの境界をあらわしてお
り，破線下側領域がデッドゾーンである．

2.3 非線形オーム則：Okuzumi & Inutsuka (in prep)につ
いて

非理想的な MHD の下で電気伝導度は重要な物理量である．これまで電気伝導度は

電場に依存しないと考えられてきた．それは電子の温度と中性ガスの温度が等しいと
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いう仮定の下で成り立つ．MRI の成長に伴う電場の上昇は非常に強い電場を形成す

る．そのため，電場による電子の加熱が無視できない可能性がある．この荷電粒子が

電場によって加熱される現象を電場加熱と呼ぶ．Inutsuka & Sano (2005)によって初

めて原始惑星系円盤での応用が示された.

その後，ダストを含む弱電離ガスでは，電子の電場加熱により，電気伝導度が電場に

依存しうることが示された (Okuzumi & Inutsuka, in prep)．この電場依存する電気

伝導度を用いた電場と電流密度の関係を非線形オーム則と呼ぶ．本節では (Okuzumi

& Inutsuka, in prep)のレビューを行う．

2.3.1 非線形オーム則とは

非線形オーム則の現象は定性的には以下のように説明できる．電場加熱により加熱

された電子はより多くダストに吸着するようになるため，数密度は減少する．よって

電場が高くなると電子速度は上がるが，流れる電気の総量は減る．以上の結果として，

ある電場強度域においては，電場の上昇によって電気伝導度が下がるのである．

電場加熱は，電場から受ける仕事が熱エネルギー程度になると生じる．電子の電場

加熱が起こる基準となる電場 Ecrit はすでに知られており，

Ecrit =
√

6me

mn

kBT

ele
(2.56)

と書ける (Landau & Lifshitz, 1953)．中性ガスが H2 のとき，電子と H2 の衝突断

面積は σen ≈ 10−15 となり (Frost & Phelps, 1962; Yoon et al., 2008)，中性ガス

粒子の質量は mn = 2amu なので，電子の電場加熱が効く critical な電場の値は

Ecrit ≈ 1.2 × 10−9(T/100K)(nn/1012cm−3)[esu cm−2]と表すことができる．

2.3.2 計算モデル

Okuzumi & Inutsuka (in prep)は以下の設定の下，計算を行った．

• 弱電離なダストを含むガスにある電場が存在する．

• 陽イオンは HCO+ の１種類に代表させる．陰イオンは原始惑星系円盤が還元

28



的なために存在しない．

• 電離反応には，高エネルギー粒子による中性ガスの電離，ダストへの吸着，気

相中における荷電粒子同士の衝突による再結合を考えた．

• 電場の強さによって荷電粒子の速度分布が変化する．

• 荷電粒子はダストに衝突すると必ず吸着される．

• 再結合速度係数は電子と HCO+ の衝突速度係数を使う．

• 電離速度には円盤上層部の希薄な領域での銀河宇宙線の代表的な値 10−17s−1

を用いる．

電場が変化すると荷電粒子の速度分布も変化する．速度分布が変化することにより，

荷電粒子の平均速度 ⟨vα⟩と平均エネルギー ⟨ϵα⟩は影響を受ける．また，荷電粒子の

ダストへの吸着しやすさも影響を受ける．電離反応の平衡状態が変わるため，荷電粒

子の数密度とダストの帯電量も影響を受ける．電流密度は J =
∑

α=e,i qαnα ⟨vα⟩と

定義される. そのため，電離反応から荷電粒子数密度 nα を，速度分布から直接 vα を

計算することで電場と電流密度の関係を求めることができる．

計算順序は以下の通りである．

1. 電子および陽イオンの速度分布 fi，fe を計算する．

2. 速度分布を用いて電子および陽イオンの平均速度 ⟨ve⟩，⟨vi⟩を計算する．

3. 電子および陽イオンの数密度 ne，ni を電離反応計算から求める．

4. J =
∑

α qαnα ⟨vα⟩より電場に対する電流密度の関係を求める．

また，Okuzumi & Inutsuka (in prep)では衝突電離と呼ばれる荷電粒子の衝突によ

る中性ガス粒子の電離を考慮した場合の計算も行った．それによっても非線形な効果

が現れることもわかっている．しかし，本論文では電流密度が減少する非線形性に着

目するため詳しく扱わないとする．また衝突電離の効果は E ∼ 103Ecrit 程度で現れ

ることもわかっている．そのため，E ! 102Ecrit では衝突電離の影響はないと考える

ことができる．
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2.3.3 速度分布変化と電場加熱

電流密度は平均速度 ⟨vα⟩と荷電粒子の数密度 nα によって求められる．また，荷電

粒子のダストへの吸着しやすさは荷電粒子の平均エネルギー ⟨ϵα⟩に依存している．そ

のため，ここでは荷電粒子の速度分布 fe, fi から平均速度と平均エネルギーを求める．

ある速度分布に対する平均速度と平均エネルギーはそれぞれ，

⟨vα⟩ =
∫

vαfα(E, vα)d3vα (2.57)

⟨ϵα⟩ =
∫

ϵαfα(E, vα)d3vα (2.58)

と定義される．ここで積分は速度空間における積分を表し，ϵα = mαv2
α/2である．ま

た，荷電粒子は並進運動が支配的とすれば，荷電粒子の温度は ⟨ϵα⟩ ≡ 3kBTα/2と定

義される．

電場が変化すると速度分布も変化する. 平衡状態における弱電離ガス中の電子の速度

分布は Davydov (1935)によって求められた．本論文ではその速度分布を fe,D(E, ve)

と書くことにする．Okuzumi & Inutsuka (in prep) ではその速度分布を用いる．具

体的な式はここでは冗長さを避けるために省略する．E ≈ 0のとき，fe,D(E,ve)はマ

クスウェル分布になる．E = 0と E = 100Ecrit の fe,D(E, ve)のエネルギー依存性を

表した図が 2.5 である．マクスウェル分布から fe,D(100Ecrit,ve) へと分布の頂点が

移動したのは，電場加熱によって平均エネルギーが上昇したためである．

陽イオンの場合は電子のように一般的な電場において成り立つような速度分布は存

在しない (Wannier, 1943)．しかし，陽イオンは電場が強くなると，平均運動エネル

ギーのうち熱的なランダム運動よりも電場によるドリフト運動の方が支配的になる．

そのため，速度の詳しい分布は重要にならない．そのような理由から fi はマクスウェ

ル分布を平均速度分だけ平行移動したものとする (Hershey, 1939)．後の 3.1.1で詳し

く扱うが， 陽イオンの平均速度と平均エネルギーは，陽イオンの平均衝突時間∆ti が

一定であることから運動論的に求めることができる．

fe,D を用いて電子の平均速度および平均エネルギー計算する．また運動論的に陽イ
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4 Okuzumi & Inutsuka

Neutral Gas (n)

Electrons (e) Positive Ions (i)

External Ionization
(CR, XR,...)

Gas-phase
Recombination

Adsorption
E-Field

Field-Induced
Impact Ionization

Dust Grains (d)

Adsorption

Electric field strength  E

Velocity distributions  fi, fe

Charge balance 
{ni, ne, Znd}

Drift velocities
 <vi||>, <ve||>

Current density   J = eni<vi||> - ene<ve||> 

Figure 1. Sketch of the charge reaction model adopted in this study. We consider a weakly ionized gas with charged dust grains and with an applied (external)
electric field. The applied field heats up the charged gas particles and thereby modifies their velocity distribution functions. The charge reactions involved are
external ionization (by, e.g., cosmic rays), gas-phase recombination, plasma adsorption onto grains, and impact ionization by electrically heated electrons. The
latter three reactions depend on the velocity distributions of ions and electrons, and hence on the field strength E.

the distribution function is given by (Davydov 1935)

fe(E, ve) =
(
1 − eEℓe

kBT
ϵe Ê · v̂e

ϵe + χkBT

)
fe0(E, ve), (13)

χ ≡ (E/Ecrit)2, (14)

where fe0 is the symmetric part of fe and v̂e = ve/ve. The
exact expression of fe0 is

fe0 =

(
me

2πkBT

)3/2 (ϵe/kBT + χ)χ

C(χ)
exp

(
− ϵe

kBT

)
, (15)

C(χ) ≡ χ3/2+χU( 3
2 ,

5
2 + χ,χ) (16)

where U(x, y, z) ≡ Γ(x)−1
∫ ∞

0 tx−1(1 + t)y−x−1 exp(−zt)dt is the
confluent hypergeometric function of the second kind with
Γ(x) ≡

∫ ∞
0 tt−1 exp(−t)dt being the Gamma function. As an

example, in Figure 2, we plot fe0 for E = 0 and 100Ecrit as a
function of ϵe/kBT .

Equation (15) has asymptotic expressions in the limits of
weak and strong electric fields. When the electric field is weak
(E ≪ Ecrit), fe0 reduces to a Maxwell distribution with the
temperature equal to that of the neutrals,

f (M)
e0 =

(
me

2πkBT

)3/2

exp
(
− ϵe

kBT

)
. (17)
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Figure 2. Electron energy distribution as a function of the electron energy ϵe
for E = 0 (dashed curve) and E = 100Ecrit (solid curve). The ticks indicate
ϵe = ⟨ϵe⟩, where ⟨ϵe⟩ is the mean electron energy (Equation (20)).

When E ≫ Ecrit, fe0 reduces to the Druyvesteyn distribution
(Druyvesteyn & Penning 1940)

f (D)
e0 =

1
πΓ( 3

4 )

(
3m3

e

4mn(eEℓe)2

)3/4

exp
(
− 3meϵ2e

mn(eEℓe)2

)
. (18)

With Equations (15), the full analytic expressions of ⟨ve||⟩
and ⟨ϵe⟩ can be derived as

⟨ve||⟩ = −
Γ(1 + χ,χ) expχ

C(χ)
eEℓe
3kBT

√
8kBT
πme
, (19)

⟨ϵe⟩ =
χU( 5

2 ,
7
2 + χ,χ)

U( 3
2 ,

5
2 + χ,χ)

3kBT
2
, (20)

respectively, where Γ(x, z) ≡
∫ ∞

z tx−1 exp(−t)dt is the incom-
plete Gamma function. Figure 3 plots Equation (20) as a func-
tion of E/Ecrit for T = 100 K.

In this study, we employ Equation (19) and (20) whenever
we compute ⟨ve||⟩ and ⟨ϵe⟩. However, in order to understand
the main results of this study, it is useful to know their asymp-
totic forms in the weak and strong field limits. The asymptotic
expressions can be derived by direct substitution of f (M)
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Figure 3. Mean kinetic energies of electrons and ions, ⟨ϵe⟩ (Equation (20))
and ⟨ϵi⟩ (Equation (26)), as a function of the normalized field strength E/Ecrit.
The neutral gas temperature T is assumed to be 100 K. The solid and dashed
vertical lines mark E = Ecrit and E = Ecrit,i (Equation (27)), respectively.図 2.5 fe,D(E, ve) を用いて電子のエネルギー分布の電場依存性を表した図．破線が

fe,D(0, ve)を表しており，実線が fe,D(100Ecrit, ve)を表している．E = 0の破線 fe,D(0, ve)

はマクスウェル分布に等しい．分布の頂点付近にある印はそれぞれの分布の平均エネルギーで
ある．

オンの平均速度および平均エネルギーを求める．すると，

⟨ve⟩ =
Γ(1 + ξ, ξ) exp ξ

ξ3/2+ξU(3/2, 5/2 + ξ, ξ)
eEle
3kBT

√
8kBT

πme
(2.59)

⟨ϵe⟩ =
ξU(3/2, 5/2 + ξ, ξ)
U(3/2, 7/2 + ξ, ξ)

3kBT

2
(2.60)

⟨vi⟩ =
mi + mn

mimn
eE∆ti (2.61)

⟨ϵi⟩ =
3
2
kBT +

1
2
(mi + mn) ⟨vi⟩2 (2.62)

となる．ここで ξ ≡ (E/Ecrit)2，Γ(x, z) は不完全ガンマ関数で Γ(x, z) ≡
∫∞

z tx−1 exp(−t)dt，U(a, b, c) は第二種合流型超幾何関数で U ≡ (
∫∞
0 ta−1(1 +

t)b−c−1 exp(−ct)dt)/Γ(a)である．また Γ(x)はガンマ関数で Γ(x) ≡
∫∞
0 tx−1 exp(−t)dt

である．

これらの電子と陽イオンの平均エネルギーの電場依存性をそれぞれ描いたものが
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Drift velocities
 <vi||>, <ve||>
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Figure 1. Sketch of the charge reaction model adopted in this study. We consider a weakly ionized gas with charged dust grains and with an applied (external)
electric field. The applied field heats up the charged gas particles and thereby modifies their velocity distribution functions. The charge reactions involved are
external ionization (by, e.g., cosmic rays), gas-phase recombination, plasma adsorption onto grains, and impact ionization by electrically heated electrons. The
latter three reactions depend on the velocity distributions of ions and electrons, and hence on the field strength E.

the distribution function is given by (Davydov 1935)

fe(E, ve) =
(
1 − eEℓe

kBT
ϵe Ê · v̂e

ϵe + χkBT

)
fe0(E, ve), (13)

χ ≡ (E/Ecrit)2, (14)

where fe0 is the symmetric part of fe and v̂e = ve/ve. The
exact expression of fe0 is

fe0 =

(
me

2πkBT

)3/2 (ϵe/kBT + χ)χ

C(χ)
exp

(
− ϵe

kBT

)
, (15)

C(χ) ≡ χ3/2+χU( 3
2 ,

5
2 + χ,χ) (16)

where U(x, y, z) ≡ Γ(x)−1
∫ ∞

0 tx−1(1 + t)y−x−1 exp(−zt)dt is the
confluent hypergeometric function of the second kind with
Γ(x) ≡

∫ ∞
0 tt−1 exp(−t)dt being the Gamma function. As an

example, in Figure 2, we plot fe0 for E = 0 and 100Ecrit as a
function of ϵe/kBT .

Equation (15) has asymptotic expressions in the limits of
weak and strong electric fields. When the electric field is weak
(E ≪ Ecrit), fe0 reduces to a Maxwell distribution with the
temperature equal to that of the neutrals,

f (M)
e0 =

(
me

2πkBT

)3/2

exp
(
− ϵe

kBT

)
. (17)
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Figure 2. Electron energy distribution as a function of the electron energy ϵe
for E = 0 (dashed curve) and E = 100Ecrit (solid curve). The ticks indicate
ϵe = ⟨ϵe⟩, where ⟨ϵe⟩ is the mean electron energy (Equation (20)).

When E ≫ Ecrit, fe0 reduces to the Druyvesteyn distribution
(Druyvesteyn & Penning 1940)

f (D)
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With Equations (15), the full analytic expressions of ⟨ve||⟩
and ⟨ϵe⟩ can be derived as

⟨ve||⟩ = −
Γ(1 + χ,χ) expχ
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respectively, where Γ(x, z) ≡
∫ ∞

z tx−1 exp(−t)dt is the incom-
plete Gamma function. Figure 3 plots Equation (20) as a func-
tion of E/Ecrit for T = 100 K.

In this study, we employ Equation (19) and (20) whenever
we compute ⟨ve||⟩ and ⟨ϵe⟩. However, in order to understand
the main results of this study, it is useful to know their asymp-
totic forms in the weak and strong field limits. The asymptotic
expressions can be derived by direct substitution of f (M)
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Figure 3. Mean kinetic energies of electrons and ions, ⟨ϵe⟩ (Equation (20))
and ⟨ϵi⟩ (Equation (26)), as a function of the normalized field strength E/Ecrit.
The neutral gas temperature T is assumed to be 100 K. The solid and dashed
vertical lines mark E = Ecrit and E = Ecrit,i (Equation (27)), respectively.

図 2.6 中性ガス温度が 100Kでの荷電粒子の電場加熱を表す図．縦軸は荷電粒子の平均エネル
ギーをあらわしており，横軸は Ecrit で規格化された電場を表している．青線は電子の，赤線が
陽イオンの電場加熱を表す．Ecrit と Ecrit,i はぞれぞれ電子の電場加熱が効く電場と陽イオンの
電場加熱が効く電場を表している．

図 2.6である．この図では中性ガス温度を 100Kとしている．電子の平均エネルギー

は E ! Ecrit では一定で，値は中性ガス粒子の平均エネルギーとほぼ同じである.

E > Ecrit では傾きがおよそ１で上昇している．陽イオンの電場加熱が支配的になる

電場を Ecrit,i と表す．陽イオンも同様に E ! Ecrit,i では中性ガスの平均エネルギー

とほぼ同じである．E > Ecrit,i では傾きがおよそ２で上昇している．このように電場

が基準となる電場より大きくなると電場加熱が効いてくる．

2.3.4 解析的な電離反応計算手法

電離反応方程式とは，ある電離した粒子の様々な反応による数密度の時間変化を表

したものである．Okuzumi & Inutsuka (in prep)では Okuzumi et al. (2009)によっ

て示された解析的に平衡状態の電離反応方程式を解く方法を用いた．電離反応を解く

には，厳密には，考えうる全ての種類の粒子を考えなければならない．また，ダスト
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の帯電する電荷数やサイズ分布ごとに方程式を立てるべきである．しかし，それらの

違いが重要でない状況では各粒子の平均的な振る舞いを見ることで，本質的な議論を

することができる．Okuzumi et al. (2009) ではダストの帯電量と半径は全ダストで

の平均値を用いた．また，陽イオンは１種類に代表させることで平衡状態における数

密度を解析的に求める．以下に詳しく見てゆく．

中性ガスの数密度 nn のダストを含むガスにおける数密度 ne の電子，数密度 ni の

陽イオン，数密度 nd ダストの電離反応方程式は，

dni

dt
= ζnn − Krecnine − Kdindni　 (2.63a)

dne

dt
= ζnn − Krecnine − Kdendne (2.63b)

dndZ

dt
= Kdindni − Kdendne (2.63c)

と表される．ここで ζ, Krec, Kdα, Z はそれぞれ，電離速度，気相における再結合速度

係数，荷電粒子のダスト吸着速度係数，ダスト 1 個あたりの平均帯電電荷数を表す．

(2.63a),(2.63b)の第一項は中性ガスがある電離源により電離し荷電粒子が増加するこ

とを表す．同二式の第二項は気相中における再結合により荷電粒子が減少することを

表す．再結合とは，正電荷を持つ荷電粒子と負電荷を持つ荷電粒子が衝突し中性粒子

になることである．第三項は荷電粒子がダストに吸着され減少することを表す．平衡

状態は上の方程式の時間微分を 0にした方程式を解くことで求められる．つまり，ni，

ne，Z は中性ガスの電離，荷電粒子同士の再結合，荷電粒子のダストへの吸着の３つ

の現象が釣り合う状況から求められる．

ここで，(2.63a)，(2.63b)，および (2.63c)を用いて積分すると

Znd + ni − ne = 0 (2.64)

となる．ここで系の総電離量を０とした．これは総電荷量が保存することを表してい

る．3本の方程式から導かれたものであるので，(2.63c)の代わりにこの式を用いるこ

とにする．

以下では定常状態を仮定して電離反応方程式を解く．時間微分を 0 とすれば，
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(2.63)は

0 = ζnn − Krecnine − Kdindni　 (2.65a)

0 = ζnn − Krecnine − Kdendne (2.65b)

0 = Znd + ni − ne　 (2.64)

となる．この (2.65a)(2.65b)には 2次方程式の解の公式が使えるため，数密度が以下

のように解析的に求められる．

n(eq)
α =

ζnn

Kdαnd

(
1
2

+

√
1
4

+
Krecζnn

KdiKden2
d

)−1

(2.66)

上付き添字 (eq) はこの値が解析解であることを表している．括弧内の

Krecζnn/(KdiKden2
d) は電離反応が何によって平衡状態であるかを表す．ダス

ト吸着と中性ガスの電離による平衡状態では，この値は１より十分小さくなる．その

ため n ≈ ζnn/Kdαnd とできる．電子と陽イオンの再結合と中性ガスの電離による平

衡状態では，この値は１より大きくなる．

Z は (2.66)を使って (2.64)より，

Z(eq) =
1
nd

(
n(eq)

e − n(eq)
i

)
(2.67)

と書くことができる．以上より (2.66)と (2.67)を用いれば，荷電粒子の数密度とダス

トの帯電電荷数が解析的に求めることができる．

2.3.5 ダストの荷電粒子吸着速度係数

電離反応方程式においてKdα は荷電粒子のダストへの吸着しやすさを表す．ある相

対速度の荷電粒子とダストとの衝突断面積 σdα(vdα, Z)は，力学的な問題を考えるこ

とで与えられる (Appendix A.2 ;Spitzer (1941))． 吸着速度係数は衝突断面積と相対

速度の積の平均値として表される．つまり

Kdα = Sα

∫
σdα(vdα)vdαfα(vα)d3vα (2.68)
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Figure 4. Electron adsorption rate coefficient Kde (Equation (37)) as a
function of the normalized field strength E/Ecrit for φ = 0 (solid curve),
φ = −3kBT/e (dotted curve), and φ = −2⟨ϵe⟩/e (dashed curve).

down in an exact analytic form

Kdi =πa2
√

8kBT
πmi

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

√
θ(u)
2

exp
(
− u2

2θ(u)

)

+

√
π

8

(
u +
θ(u) + 2Ψ

u

)
erf

(
u√

2θ(u)

)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦, (41)

where u ≡ |⟨vi||⟩|/
√

kBT/mi, θ(u) ≡ Ti/T = 1 + (mn/3mi)u2,
and erf(x) ≡ (2/

√
π)

∫ x
0 exp(−t2)dt is the error function. In

the limits of E ≪ Ecrit,i and E ≫ Ecrit,i, Equation (41) reduces
to

Kdi ≈

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

πa2

√
8kBT
πmi

(
1 − eφ

kBT

)
, E ≪ Ecrit,i,

πa2|⟨vi||⟩|
(
1 − 2eφ

mi|⟨vi||⟩|2
)
, E ≫ Ecrit,i,

(42)

where we have used mi ≫ mn for the high-field expres-
sion. Again, the low-field expression is a well-known formula
(Spitzer 1941; Shukla & Mamun 2002).

3.3.3. Impact Ionization

The impact ionization rate coefficient K∗ is given by

K∗(E) =
∫

fe(E, ve)σ∗(ϵe)ved3ve, (43)

where σ∗ is the impact ionization cross section of neutrals.
For σ∗, we adopt Thomson’s expression (Thomson 1912)

σ∗(ϵe) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

πN∗e4

ϵ2e

( ϵe
IP
− 1

)
, ϵe > IP,

0, ϵe < IP,
(44)

where N∗ is the number of bound electrons in the outermost
shell of the neutrals and IP is the ionization potential of the
outermost bound electrons. Equation (44) well approximates
experimentally obtained ionization cross sections unless ϵe is
much larger than IP (Lotz 1967). We only consider the im-
pact ionization of H2 molecules (IP = 15.4 eV) because they
dominate the gas of protoplanetary disks. However, if a con-
siderable number of metal atoms with low IP (e.g., K and Ca)
exist in the gas phase, they would contribute to the impact
ionization and would effectively lower IP in Equation (44).
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Figure 5. Impact ionization rate coefficient K∗ (Equation (45)) for H2 as a
function of the mean electron energy ⟨ϵe⟩. The vertical line marks ⟨ϵe⟩ = IP.

Since the ionization by electrons is important only when
E ≫ Ecrit, it is sufficient to evaluate K∗ using the Druyvesteyn
distribution f (D)

e0 (Equation (18)). This allows to analytically
perform the integration in Equation (43), yielding

K∗(E) =
√

2πN∗e4

Γ( 3
4 )
√

me IP3/2

√
Y

(
erfc(Y) +

Y√
π

Ei(−Y2)
)
, (45)

Y ≡ 3me

mn

(
IP

eEℓe

)2

≈
Γ( 5

4 )

Γ( 3
4 )

(
IP
⟨ϵe⟩

)2

, (46)

where erfc(x) ≡ 1 − erf(x) is the complementary error func-
tion and Ei(x) ≡ −

∫ ∞
−x t−1 exp(−t)dt is the exponential inte-

gral. As expected from Equation (44), K∗ is a function of the
ratio ⟨ϵe⟩/IP.

Figure 5 shows K∗ for hydrogen molecules as a function
of the mean electron energy ⟨ϵe⟩. As we see, K∗ abruptly
increases before ⟨ϵe⟩ reaches the ionization threshold IP =
15 eV. This means that the high-energy tail of the energy
distribution can significantly contribute to impact ionization.

3.3.4. Charge Equilibrium Solution

To obtain the steady-state current density as a function of
E, one needs to calculate the steady-state solution of the
charge reactions (Equations (30), (31), and (33) with dni/dt =
dne/dt = 0) for each value of E. In this study, we follow
Okuzumi (2009) and find the solutions in an analytic way.
First, we solve Equations (30) and (31) with respect to ni and
ne under dni/dt = dne/dt = 0. This can be done analytically,
and the solutions nα = n(eq)

α (α = i, e) can be written as

n(eq)
α (E, φ) =

ζnn

Kdα(E, φ)nd

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
1
A +

(
1 − I

2

)2

+
1 − I

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−1

,

(47)
where the dimensionless quantitiesA and I are defined by

A(E, φ) =
Kdi(E, φ)Kde(E, φ)n2

d

Krec(E)ζnn
, (48)

I(E, φ) =
K∗(E)nn

Kde(E, φ)nd
. (49)

The parameters A and I measure the importance of plasma
adsorption and impact ionization, respectively. Note that both
A and I depend on the grain surface potential φ.

図 2.7 (2.69)における F (ξ, Ψ) の電場依存性を表している．φ = 0，φ = −3kBT/e，φ =

−2 ⟨ϵe⟩ /eについてプロットしている．

となる．ここで Sα は荷電粒子 αが衝突した時に吸着される確率である．Okuzumi &

Inutsuka (in prep)では荷電粒子がダストに衝突すると必ず吸着されるとしているた

め Sα = 1である．

Kde とKdi を 2.3.3項と同様の速度分布で計算を行うと，

Kde = πa2

√
8kBT

πme
F (ξ, Ψ) (2.69)

F (ξ, Ψ) ≡ (Ψ + ξ)1+ξe−Ψ + (1 − Ψ)Γ(1 + ξ, Ψ + ξ)eξ

ξ3/2+ξU(3/2, 5/2 + ξ, ξ)

Kdi = πa2

√
8kBT

πmi
G(θ, Ψ) (2.70)

G(θ,Ψ) ≡
√

θ

2
exp

(
−u2

2θ

)
+
√

π

8

(
u +

θ + 2Ψ
u

)
erf
(

u√
2θ

)

となる．ここで θ ≡ Ti/T，u2 = 3(θ − 1)mi/mn，Ψ ≡ −eφ/kBT である．また，

erf(x)は誤差関数で erf(x) ≡ (2/
√

π) ·
∫ x
0 exp (−t2)dtである．

図 2.7は Kde の電場依存を表した図である．φの値を変えてそれぞれプロットして
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いるが，傾向として E = Ecrit を境にKde は上昇している．これは電場加熱によって

ダストと電子が衝突しやすくなったと言える．また，陽イオンに関しても同様の傾向

である．

2.3.6 結果

以上を用いて電離度の電場依存性を計算したのが図 2.8である．電場加熱によって

電子の数密度が大きく減少している．
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Figure 6. Ion abundance xi (dotted curve), electron abundance xe (dashed curve), and grain charge abundance −Zxd (solid curve) as a function of the electric
field strength E for modes A, B, C, and D. The dot-dashed curve shows the gas-phase charge abundance in the case of no adsorption (Equation (52)). The solid
and dashed vertical lines mark E = Ecrit and E = Ecrit,i, respectively.

the Coulomb repulsion between the grain and electrons regu-
lates the electron-ion flux ratio measured on the grain surface
to be unity.

We look at how the ionization balance changes by adding
dust grains. Model B has the dust-to-gas mass ratio fdg that
is 100 times higher than model A. We see that the gas-phase
charge abundances xi and xe start to decrease at high field
strengths (E ! 10−8 esu cm−2 ≈ 10Ecrit). This is an indica-
tion that plasma adsorption takes over gas-phase recombina-
tion at high E. As mentioned above, the heating of electrons
suppresses gas-phase recombination since Krec is a decreasing
function of ⟨ϵe⟩. In contrast, electron heating accelerates the
adsorption of electrons onto grains since Kde ∝ ⟨ve⟩ ∝

√
ϵe.

As a result of the two effects, the adsorption generally over-
whelm gas-phase recombination at high field strengths. As
long as ne ≫ |Z|nd, the ion number density also decreases
with E to maintain the charge neutrality ni ≈ ne. Obvi-
ously, plasma adsorption takes over gas-phase recombination
at lower E when nd (or fdg) is higher. This explains why we
observe the decrease in xe and xi in model B but not in model
A.

For later convenience, we here derive the approximate ex-
pression of the electron number density ne for the case where
electron adsorption dominates over gas-phase recombination.
This can be derived from Equation (47) with R ≫ 1, and the

result is
ne ≈

ζnn

Kde(E, φ)nd
. (53)

In this high field limit (E ≫ Ecrit), Equation (53) reduces to
(see Equation (38))

ne ≈
ζnn

πa2⟨ve⟩Fdend
. (54)

The enhanced electron adsorption onto grains also affects
the charge balance in gas–dust mixtures. Because |Z|xd in-
creases with E while xe decreases, negatively charged grains
tend to dominate over free electrons at sufficiently high E.
In this limit, the charge neutrality is approximately estab-
lished between ions and charged grains, i.e., xi ≈ |Z|nd, with
free electrons being a minor component in the neutrality.7 In
model B, this is only appreciable at very high field strengths,
E ! 10−8 esu cm−2 ≈ 103Ecrit. However, in model C, this
occurs at much lower E (! 3Ecrit) because of the higher nd.
A decrease in ζ gives a similar effect on the charge balance
becauseA ∝ n2

d/ζ. In model D, where ζ is decrease by factor
100, |Z|xd dominates over xe even at E ≪ Ecrit.

7 Okuzumi (2009) called the states |Z|xd ≪ xe and |Z|xd ≫ xe the ion–
electron and ion–dust plasma states, respectively, since xi ≈ xe in the former
case and xi ≈ |Z|xd in the latter case. In the field of dusty (complex) plasma
physics (e.g., Shukla & Mamun 2002), the plasma state is often referred to
by the dimensionless Havnes parameter P ≡ |Z|xd/xe (Havnes 1984).

図 2.8 荷電粒子の数密度比の電場依存性．縦軸は中性ガス粒子に対する存在度，横軸は
電場 [esu cm−2] 赤色の破線は陽イオンの電離度 xi = ni/ne，青色の破線は電子の電離度
xe = ni/nn，緑色の実線は単位体積あたりのダストの平均帯電電荷数を中性ガス粒子の数密度
で割ったものである．Ecrit と Ecrit,i はぞれぞれ電子の電場加熱が効く電場と陽イオンの電場加
熱が効く電場を表している．

荷電粒子の数密度の電場依存性が分かったので，あとは (2.59)と (2.61)を用いるこ

とで非線形オーム則を導くことができる．図 2.9に非線形オーム則を示す．低電場域

(E ≪ Ecrit)では電流密度 J は電場に対し線形である．しかし E = Ecrit 付近で電流
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Figure 10. Current density J (solid curve) as a function of the electric field strength E for models A, B, C, and D. The dashed and dotted curves show the
contributions from electrons and ions, Je and Ji, respectively. For models A and B, the curves for J and Je are indistinguishable. The vertical lines mark
E = Ecrit.

proportional to E0.35 because ne ∝ 1/
√

Krec (Equation (52)),
Krec ∝ ⟨ϵe⟩−0.69 (Equation (34)), and ⟨ϵe⟩ ∝ E (Equation (22)).
Therefore, J ≈ Je is proportional to E0.85 at E ≫ Ecrit, which
is not significantly different from the linear Ohm’s law J ∝ E
seen in E ≪ Ecrit.

In model B, the behavior of J is the same as that in model A
as long as gas-phase recombination dominates. A new, inter-
esting behavior appears when plasma adsorption onto grains
takes over (E ! 10−8 esu cm−2). Again, this behavior can
be understood in terms of the E dependences of ne and ⟨ve||⟩.
When plasma adsorption dominates, ne is inversely propor-
tional to the mean electron speed ⟨ve⟩ (Equation (54)). By
contrast, ⟨ve||⟩ is proportional to ⟨ve⟩, because Equations (21)
and (40) suggests that

|⟨ve||⟩| ≈
√
πme

3mn
⟨ve⟩. (56)

Therefore, in Je ∝ ne|⟨ve||⟩|, the ⟨ve⟩ dependences are canceled
out, yielding

Je ≈
Je,∞
Fde
, (57)

where the constant Je,∞ is defined by

Je,∞ ≡
√
πme

3mn

ζenn

πa2nd

≈5 × 10−5
(

10−4

fdg

)(
a

1 µm

)(
ρ•

2 g cm−3

)

×
(
ζ

10−17 s

)
esu cm−2 s−1. (58)

Hence, Je is independent of E apart from the Coulomb reduc-
tion factor Fde. In model B, Fde increases only slowly with
E because the grain surface potential |φ| grows as e|φ| ∼ ⟨ϵe⟩.
This explains why J is nearly constant after plasma adsorption
dominates over gas-phase recombination.

The result for model C is more complex. We see that J de-
creases with E in the range 3Ecrit " E " 30Ecrit and increases
again at E ! 30Ecrit. This complex behavior is a combined
effect of the electron and ion currents Je and Ji. First, the
decrease of J is caused by the change of the Coulomb re-
duction factor Fde for the adsorption rate coefficient Kde. In
model C, the Coulomb reduction factor increases from 0.025
to unity as E increases from 3Ecrit to 30Ecrit because of the
saturation of |φ| (see Section 4.1.1). This leads to an in-
creasing Je from 40Je,∞ (≈ 2 × 10−5 esu cm−2 s−1) to Je,∞
(≈ 5 × 10−7 esu cm−2 s−1) as suggested by Equation (57).
Second, the decrease of J at E ! 30Ecrit is due to the ion
current Ji. In fact, Ji continue increasing at E ! Ecrit, because
|⟨vi||⟩| ∝ E increases with E while ni ∝ 1/Kdi ∝ 1/(1−eφ/kBT )
is constant after the saturation of φ. For this reason, ion cur-
rent tends to take over and manage to increase the total current

図 2.9 Okuzumi & Inutsuka (in prep)の非線形オーム則．黒色の実線は電子の移動による電
流密度と陽イオンの移動による電流密度を足しあわせたもので，実効的な電流密度である．ま
た青線の破線は電子の電流密度，赤色の破線は陽イオンの電流密度を表す．ダストとガスの密
度比 fdg は 0.01，電離速度 ζ は 10−17 ，中性ガスの温度 T は 100K，中性ガスの数密度 nn は
1012cm−3，ダスト半径は 1µm，ダストの物質密度 ρ• は 2g cm−3 である．

密度と電場の線形関係は崩れる．電場が E > Ecrit となると電流密度が下がる．これ

は，電子のダスト吸着速度係数Kde が増加したためである.
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第 3章

本研究

まず 3.1節で，MRI の詳細な数値計算に適用しやすい形で非線形オーム則の方程式

系を示す．次に 3.2節で非線形オーム則を考慮して描いたデッドゾーンの結果を示す．

3.3節でこれらの結果を踏まえて議論を行う．4節でまとめる．

3.1 非線形オーム則の簡潔な導出方法
Okuzumi & Inutsuka (in prep)において荷電粒子の平均速度 ⟨vα⟩，平均エネルギー

⟨ϵα⟩，ダスト吸着速度係数 Kdα は速度分布を考慮した平均で表されている．しかし，

それぞれ無限級数で表される特殊関数を含むために，計算コストがかかる．また，計

算途中で非常に大きい値を用いるため，数値発散する恐れがある．そのため実際に非

線形オーム則を応用するにあたっては同様の手法を用いることは技術的な困難がある．

この節では，厳密な速度分布を用いずに導出することを試みる．

まず電場加熱に関しては，荷電粒子の荷電粒子の運動論を考えることで平均エネル

ギー ⟨ϵα⟩と平均速度 ⟨vα⟩ を導く．次に，ダスト吸着速度係数に関しては，荷電粒子

の速度分布としてマクスウェル分布を用いることで導く．

3.1.1 電場加熱の導出

まず，ある一粒子の荷電粒子の運動を考える．その後，荷電粒子全体の振る舞いと

しての運動を考える．以下の議論は中性粒子静止系から見た議論を行う．
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まず一様電場中 E における質量 mα，数密度 nα の荷電粒子１個ついて運動方程式

を考える．荷電粒子に働く力は電場によるクーロン力の他に，中性ガスとの衝突によ

る運動量変化率がある．ある速度 vα をもった荷電粒子が中性ガスに衝突するまでの

平均的な時間を ∆tα，衝突前後の速度変化を ∆vα とする．また，中性ガスとの衝突

による運動量の増減をmα∆vα/∆tα と表すことにする．すると，荷電粒子の運動方程

式は
mα

dvα

dt
= qαE + mα

∆vα

∆tα
(3.1)

と書ける．∆tα は平均衝突時間とよばれる．

衝突前後のエネルギー変化を∆ϵα とし，中性ガスとの衝突によるのエネルギーの変

化率をmα∆vα/∆tα とする．すると，エネルギー変化率は，

d

dt

(
1
2
mαv2

α

)
= qαE · vα +

∆ϵα

∆tα
(3.2)

と書ける．

今我々は定常状態の荷電粒子の平均的な振る舞いを知りたい．従って，速度の時間

微分を０にする．また，(3.1)と (3.2)を同種の荷電粒子に関して平均をとる．すると，

0 = qαE + mα

〈〈
∆vα

∆tα

〉

α

〉

n

(3.3)

0 = qαE · ⟨vα⟩α +
〈〈

∆ϵα

∆tα

〉

α

〉

n

(3.4)

となる．⟨⟩ の下付き添字はその粒子に関して平均を取ること意味している．(3.3) と

(3.4)の第二項は ∆tα が荷電粒子の速度 vα に依らないとすれば，

mα

〈〈
∆vα

∆tα

〉

α

〉

n

=
mα

∆tα
⟨⟨∆vα⟩α⟩n (3.5)

〈〈
∆ϵα

∆tα

〉

α

〉

n

=
1

∆tα
⟨⟨∆ϵα⟩α⟩n (3.6)

とすることができる．この ∆vα と ∆ϵα は２粒子系の衝突による運動量保存とエネル

ギー保存を考えることで求めることができる．それを (3.3)と (3.4)に代入すれば，荷

電粒子の電場中における平均的な振る舞いを知ることができる．
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一方，∆tα は
∆tα =

1
nnσαnvαn

と書ける．ここで，nn，σαn，vαn はそれぞれ中性粒子の数密度，荷電粒子と中性粒子

の衝突断面積，荷電粒子と中性ガス粒子の相対速度である．

陽イオンと中性ガスの衝突の場合，陽イオンの作る電場によって中性ガス粒子は

分極する．それによって，２粒子間には分極力と呼ばれる引力が働くために，σin は

1/vin に比例することが分かっている (Wannier, 1943)．従って，σin ∝ 1/vin となる

ために，∆ti = constとなる．

しかし，電子と中性ガス粒子の場合，電子と中性ガス粒子間の相対速度は非常に速

い. そのため，衝突断面積は物理的な衝突断面積となり，それは相対速度に依存しな

い．∆σen = constなため，∆te ∝ 1/ven となる．

本研究では，解析的な議論を続けるため，∆tα は個々の荷電粒子の速度 vα に依存

しないとする．そのため，電子の平均衝突時間は，

∆te =
1

nnσen

√
⟨v2

en⟩
(3.7)

であるという仮定を用いる. これは電子の中性ガス粒子との衝突は電子の熱的な速度

が代表的であることを表している．なので，電子の平均衝突時間は電子の平均エネル

ギー ⟨ϵe⟩ = me

〈
v2

e

〉
/2によって決まることがわかる．

∆vα と ∆ϵα は２粒子系の衝突を考えることで求めることができて，等方散乱，弾

性衝突を仮定すると，２粒子の衝突前後の速度変化とエネルギー変化の立体角平均は

∆vα = − mn

mα + mn
(vα − vn) (3.8)

∆ϵα = − 2mαmn

(mα + mn)2
(ϵα − ϵn − 1

2
(mα − mn)vα · vn) (3.9)

となる (Appendix A.3)．これを (3.3)と (3.4)に代入し，⟨vn⟩ = 0より，

⟨vα⟩ =
mα + mn

mαmn
qαE∆tα (3.10)

⟨ϵα⟩ = ⟨ϵn⟩ +
(mα + mn)3

2m2
αm2

n

(qαE∆tα)2 (3.11)
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となる．(3.11)は右辺第二項目の電場を上げると荷電粒子の平均エネルギーが上昇す

る. つまり，この式は電場加熱を表している．

荷電粒子固有の温度をプラズマ温度と呼ぶ．荷電粒子の平均運動エネルギー ⟨ϵα⟩ (=
mαv2

α
2 ) から平均速度による運動エネルギーを引いた分がプラズマ温度の熱ネエル

ギー 3kBTα/2 となる．電子は強電場においても熱的な運動が支配的なので，電子

のプラズマ温度は 3kBTe/2 ≡ mα

〈
v2

e

〉
/2 となる．一方，陽イオンは強電場では平

均速度 ⟨vi⟩ でドリフト運動が支配的になる．このとき陽イオンのプラズマ温度は，

3kBTi/2 ≡ ⟨ϵi⟩ − mα ⟨vi⟩2 /2と定義される，弱電離下では粒子はほぼ中性ガス粒子

であるので，中性ガス粒子固有の温度はその場における「温度」に等しい．そのため，

⟨ϵn⟩ = 3
2kBT である．

本研究では電子の電場加熱が効いてくる基準となる電場の値は Okuzumi & Inut-

suka (in prep) と同じ (2.56)で表される Ecrit を採用する．電子および陽イオンの平

均運動エネルギーが Ecrit によって規格化された電場の関数として現れることを以下

に示す．

まず陽イオンの平均運動エネルギーの表式を求める．陽イオンの電場加熱が効いて

くる基準となる電場に関しては，(3.11)の右辺第一項と第二項の比をとることで求め

られる．よって，陽イオンの電場加熱が支配的になる電場 Ecrit,i は，

E >
mimn

√
3kBT

(mi + mn)3/2e∆ti
≡ Ecrit,i (3.12)

と書き表せる．Ecrit,i を使って陽イオンの (3.11)を書き直すと，

⟨ϵi⟩ =
3
2
kBT

(
1 +

(
E

Ecrit,i

)2
)

(3.13)

と書ける．

陽イオンが HCO+ であるとして，質量を 29amu，中性ガス粒子との衝突速度係数

⟨σinvin⟩を 1.8 × 10−9cm3/s (Osterbrock, 1961; Sano et al., 2000)であるとすると

Ecrit,i は，Ecrit,i ≈ 3.3 × 10−7 (T/100K)1/2 (nn/1012cm−3
)
[esu cm−2] である．一
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方，Ecrit ≈ 1.2 × 10−9(T/100K)(nn/1012cm−3)であるから２つの比をとれば，

Ecrit,i

Ecrit,e
≈ 2.8 × 102

(
T

100K

)−1/2

(3.14)

となる (Okuzumi & Inutsuka, in prep)．

Ecrit によって規格化するために (3.13)にこの関係を用いれば，

⟨ϵi⟩ ≈
3
2
kBT

(
1 + 1.3 × 10−5

(
T

100K

)(
E

Ecrit

)2
)

(3.15)

となる．

次に電子の平均エネルギーの規格化を行う．その際に電子の平均自由時間は (3.7)

の仮定を用いる．電子の平均エネルギーは

⟨ϵe⟩ = ⟨ϵn⟩ +
3(me + mn)3

2m3
n

k2
BT 2

⟨ϵe⟩

(
E

Ecrit

)2

(3.16)

(3.17)

となる．これは ⟨ϵe⟩の２次方程式である．よって２次方程式の解の公式を用いれば，

⟨ϵe⟩ =
1
2
⟨ϵn⟩ +

√
⟨ϵn⟩2

4
+

3
2

(
1 +

me

mn

)3

k2
BT 2

(
E

Ecrit

)2

(3.18)

me ≪ mn であることと ⟨ϵn⟩ = 3kBT/2を用いれば，

⟨ϵe⟩ ≈
3
2
kBT

⎛

⎝1
2

+

√
1
4

+
2
3

(
E

Ecrit

)2
⎞

⎠ (3.19)

となる．

以上の導出の妥当性を確かめるために，Okuzumi & Inutsuka (in prep)の荷電粒子

の平均運動エネルギーを表す図 2.6に対し，(3.15)，(3.16)を新たにプロットしたもの

を図 3.1に載せた．今回の導出のプロットは厳密な速度分布を用いたものと十分に一

致している．

最後に後の式との関連のため (3.15)および (3.16)を荷電粒子固有の温度 Tα を用い
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4 Okuzumi & Inutsuka

Neutral Gas (n)

Electrons (e) Positive Ions (i)

External Ionization
(CR, XR,...)

Gas-phase
Recombination

Adsorption
E-Field

Field-Induced
Impact Ionization

Dust Grains (d)

Adsorption

Electric field strength  E

Velocity distributions  fi, fe

Charge balance 
{ni, ne, Znd}

Drift velocities
 <vi||>, <ve||>

Current density   J = eni<vi||> - ene<ve||> 

Figure 1. Sketch of the charge reaction model adopted in this study. We consider a weakly ionized gas with charged dust grains and with an applied (external)
electric field. The applied field heats up the charged gas particles and thereby modifies their velocity distribution functions. The charge reactions involved are
external ionization (by, e.g., cosmic rays), gas-phase recombination, plasma adsorption onto grains, and impact ionization by electrically heated electrons. The
latter three reactions depend on the velocity distributions of ions and electrons, and hence on the field strength E.

the distribution function is given by (Davydov 1935)

fe(E, ve) =
(
1 − eEℓe

kBT
ϵe Ê · v̂e

ϵe + χkBT

)
fe0(E, ve), (13)

χ ≡ (E/Ecrit)2, (14)

where fe0 is the symmetric part of fe and v̂e = ve/ve. The
exact expression of fe0 is

fe0 =

(
me

2πkBT

)3/2 (ϵe/kBT + χ)χ

C(χ)
exp

(
− ϵe

kBT

)
, (15)

C(χ) ≡ χ3/2+χU( 3
2 ,

5
2 + χ,χ) (16)

where U(x, y, z) ≡ Γ(x)−1
∫ ∞

0 tx−1(1 + t)y−x−1 exp(−zt)dt is the
confluent hypergeometric function of the second kind with
Γ(x) ≡

∫ ∞
0 tt−1 exp(−t)dt being the Gamma function. As an

example, in Figure 2, we plot fe0 for E = 0 and 100Ecrit as a
function of ϵe/kBT .

Equation (15) has asymptotic expressions in the limits of
weak and strong electric fields. When the electric field is weak
(E ≪ Ecrit), fe0 reduces to a Maxwell distribution with the
temperature equal to that of the neutrals,

f (M)
e0 =

(
me

2πkBT

)3/2

exp
(
− ϵe

kBT

)
. (17)
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Figure 2. Electron energy distribution as a function of the electron energy ϵe
for E = 0 (dashed curve) and E = 100Ecrit (solid curve). The ticks indicate
ϵe = ⟨ϵe⟩, where ⟨ϵe⟩ is the mean electron energy (Equation (20)).

When E ≫ Ecrit, fe0 reduces to the Druyvesteyn distribution
(Druyvesteyn & Penning 1940)

f (D)
e0 =

1
πΓ( 3

4 )

(
3m3

e

4mn(eEℓe)2

)3/4

exp
(
− 3meϵ2e

mn(eEℓe)2

)
. (18)

With Equations (15), the full analytic expressions of ⟨ve||⟩
and ⟨ϵe⟩ can be derived as

⟨ve||⟩ = −
Γ(1 + χ,χ) expχ

C(χ)
eEℓe
3kBT

√
8kBT
πme
, (19)

⟨ϵe⟩ =
χU( 5

2 ,
7
2 + χ,χ)

U( 3
2 ,

5
2 + χ,χ)

3kBT
2
, (20)

respectively, where Γ(x, z) ≡
∫ ∞

z tx−1 exp(−t)dt is the incom-
plete Gamma function. Figure 3 plots Equation (20) as a func-
tion of E/Ecrit for T = 100 K.

In this study, we employ Equation (19) and (20) whenever
we compute ⟨ve||⟩ and ⟨ϵe⟩. However, in order to understand
the main results of this study, it is useful to know their asymp-
totic forms in the weak and strong field limits. The asymptotic
expressions can be derived by direct substitution of f (M)

e0 and

E!
E c
ri
t

E!
E c
ri
t,
i
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Figure 3. Mean kinetic energies of electrons and ions, ⟨ϵe⟩ (Equation (20))
and ⟨ϵi⟩ (Equation (26)), as a function of the normalized field strength E/Ecrit.
The neutral gas temperature T is assumed to be 100 K. The solid and dashed
vertical lines mark E = Ecrit and E = Ecrit,i (Equation (27)), respectively.
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図 3.1 Okuzumi & Inutsuka (in prep)で荷電粒子の平均運動エネルギー電場依存性を表す図
2.6の上に (3.15)および (3.16)を新たにプロットした．横軸が Ecrit によって規格化された電
場，縦軸が平均運動エネルギーで単位は [eV]である．赤い実線と青い実線がそれぞれ元の図の
陽イオンと電子の平均運動エネルギーを表す．赤丸のプロットと青丸のプロットは，今回新た
に Okuzumi & Inutsuka (in prep)とは異なる導出から求めた陽イオンと電子の平均運動エネ
ルギーである．

て表す．3kBTe/2 ≡ mα

〈
v2

e

〉
/2と 3kBTi/2 ≡ ⟨ϵi⟩ − mα ⟨ve⟩2 /2を用いれば，

Te ≈ T

⎛

⎝1
2

+

√
1
4

+
2
3

(
E

Ecrit

)2
⎞

⎠ (3.20)

Ti ≈ T

(
1 + 8.0 × 10−7

(
Tn

100K

)(
E

Ecrit

)2
)

(3.21)

と表すことができる．
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3.1.2 非線形オーム則の計算で用いる電離反応計算

電離反応計算には 2.3.4 で詳しく扱った Okuzumi & Inutsuka (in prep) の手法を

用いる．それによれば荷電粒子の数密度は解析的に，(2.66)で見たように，

n(eq)
α =

ζnn

Kdαnd

(
1
2

+

√
1
4

+
Krecζnn

KdiKden2
d

)−1

(2.66)

と表される．ダストの平均帯電数はこれをもちいて，(2.67)で見たように，

Z(eq) =
1
nd

(n(eq)
e − n(eq)

i ) (2.67)

と表される．

気相再結合係数 Krec と電離速度 ζ は Okuzumi & Inutsuka (in prep) と同じもの

を用いる気相再結合速度係数Krec には電子と HCO+ の衝突速度係数を使い，

Krec = 2.4 × 10−7

(
Te

300K

)−0.69

[cm3/s] (3.22)

と表される (Ganguli et al., 1988)．また，電離速度 ζ には円盤上層部の希薄な領域で

の銀河宇宙線の代表的な値 10−17S−1 を用いる．

次の項で示すが，Kdα はダストの帯電電荷数 Z の関数である．そのため，電離状態

は１回の計算で求めることはできない．電離状態は以下の通りである．まず，(2.67)

をもちいて Z を計算する．その後に Kdα を計算する．以上の反復計算を行い誤差が

少なくなるまで行う．しかし，この計算は収束があまり保証されていないという計算

手法的問題がある．そのため，Z を変数に持つ関数 FN.L.(Z) ≡ n(eq)
e − n(eq)

i − Znd

が 0になるような Z を Newton-Lapson法を用いて求めた．値に依るが，数回～十数

回の反復計算で誤差 10−8 に収まるため，計算コストは十分低いと言える．

ダストと荷電粒子の吸着速度係数 Kdα は，Okuzumi & Inutsuka (in prep)では応

用に適さないので，これについても簡潔な式の導出を試みる．
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3.1.3 ダストの荷電粒子吸着速度係数の導出

Okuzumi & Inutsuka (in prep) において，ダストの荷電粒子の吸着速度係数は特

殊関数を用いて表される．これは吸着速度係数を導く際に荷電粒子の速度分布を考慮

し，吸着速度の平均値を求めているからである．速度分布は弱電離下における電場中

の荷電粒子の速度分布を用いている．本研究では，荷電粒子の電場加熱による温度に

関するマクスウェル分布を用いるとする．この近似は，厳密な速度分布の形状がマク

スウェル分布と大差ないものであるならこの近似はうまくゆくと期待できる．あるい

は，荷電粒子のダストへの吸着現象が速度分布の平均値によって代表されるような現

象であってもこの近似がうまくゆくと期待できる．

荷電粒子の速度 vα，荷電粒子の質量mα．荷電粒子の電荷 qα，ダスト表面の静電ポ

テンシャル φd，ダスト半径 aとすれば荷電粒子の衝突断面積 σαd は，

σαd =

⎧
⎨

⎩
a2π

(
1 − 2qαφd

mαv2
α

)
(|vα| >

√
2qαφd/mα)

0 (0 < |vα| <
√

2qαφd/mα)
(3.23)

と表される．

マクスウェル分布は

fMaxwell =
(

mα

2πkBTα

)
exp

(
−mαv2

α

2kBTα

)
(3.24)

を用いる．

ある速度における衝突速度 vασαd を積分範囲に注意して，平均をとれば，

Kdα = πa2uα

⎧
⎨

⎩
(1 − Ψα) (Ψα < 0)

exp (−Ψα) (Ψα > 0)
(3.25)

Ψα =
qαφd

kBTα

uα =
√

8kBTα

πmα

となる．ここで Ψα はダストによる荷電粒子のポテンシャルエネルギーと荷電粒子

の熱エネルギーとの比になっているそれは，ダストと荷電粒子の間に引力が働く時
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図 3.2 Kdα/πa2uα の Ψα 依存性を表す．つまり，Ψα が負の時，1 − Ψα であり，Ψα が正
の時， exp (−Ψα)である関数である．また Ψα の正・負はそれぞれダスト荷電粒子間の力が斥
力・引力の時を表す．

Ψα < 0，ダストと荷電粒子の間に斥力が働く時 Ψα > 0となる．Ψ依存性の部分を図

(3.2)に示した．引力の時，吸着速度は上昇し，斥力の時，吸着速度は減少することが

分かる．これを荷電粒子–ダスト間の吸着速度係数として用いる．

3.1.4 導出を変更した結果

以上の議論より，非線形オーム則の導出を比較的簡単な式で表すことに成功した．

従って，非線形オーム則を導くには，まずある電場におけるプラズマ温度と平均速度

を計算する．次にダスト吸着速度係数を用いて解析的に荷電粒子の数密度を計算する．

最後に電流密度を計算すれことで，電場と電流密度の関係が求まる．

図 3.3に本研究で計算した結果と Okuzumi & Inutsuka (in prep)との比較を示し

た．電子の電流密度の減少及び陽イオンの電流を十分再現している．
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Figure 10. Current density J (solid curve) as a function of the electric field strength E for models A, B, C, and D. The dashed and dotted curves show the
contributions from electrons and ions, Je and Ji, respectively. For models A and B, the curves for J and Je are indistinguishable. The vertical lines mark
E = Ecrit.

proportional to E0.35 because ne ∝ 1/
√

Krec (Equation (52)),
Krec ∝ ⟨ϵe⟩−0.69 (Equation (34)), and ⟨ϵe⟩ ∝ E (Equation (22)).
Therefore, J ≈ Je is proportional to E0.85 at E ≫ Ecrit, which
is not significantly different from the linear Ohm’s law J ∝ E
seen in E ≪ Ecrit.

In model B, the behavior of J is the same as that in model A
as long as gas-phase recombination dominates. A new, inter-
esting behavior appears when plasma adsorption onto grains
takes over (E ! 10−8 esu cm−2). Again, this behavior can
be understood in terms of the E dependences of ne and ⟨ve||⟩.
When plasma adsorption dominates, ne is inversely propor-
tional to the mean electron speed ⟨ve⟩ (Equation (54)). By
contrast, ⟨ve||⟩ is proportional to ⟨ve⟩, because Equations (21)
and (40) suggests that

|⟨ve||⟩| ≈
√
πme

3mn
⟨ve⟩. (56)

Therefore, in Je ∝ ne|⟨ve||⟩|, the ⟨ve⟩ dependences are canceled
out, yielding

Je ≈
Je,∞
Fde
, (57)

where the constant Je,∞ is defined by

Je,∞ ≡
√
πme

3mn

ζenn

πa2nd

≈5 × 10−5
(

10−4

fdg

)(
a

1 µm

)(
ρ•

2 g cm−3

)

×
(
ζ

10−17 s

)
esu cm−2 s−1. (58)

Hence, Je is independent of E apart from the Coulomb reduc-
tion factor Fde. In model B, Fde increases only slowly with
E because the grain surface potential |φ| grows as e|φ| ∼ ⟨ϵe⟩.
This explains why J is nearly constant after plasma adsorption
dominates over gas-phase recombination.

The result for model C is more complex. We see that J de-
creases with E in the range 3Ecrit " E " 30Ecrit and increases
again at E ! 30Ecrit. This complex behavior is a combined
effect of the electron and ion currents Je and Ji. First, the
decrease of J is caused by the change of the Coulomb re-
duction factor Fde for the adsorption rate coefficient Kde. In
model C, the Coulomb reduction factor increases from 0.025
to unity as E increases from 3Ecrit to 30Ecrit because of the
saturation of |φ| (see Section 4.1.1). This leads to an in-
creasing Je from 40Je,∞ (≈ 2 × 10−5 esu cm−2 s−1) to Je,∞
(≈ 5 × 10−7 esu cm−2 s−1) as suggested by Equation (57).
Second, the decrease of J at E ! 30Ecrit is due to the ion
current Ji. In fact, Ji continue increasing at E ! Ecrit, because
|⟨vi||⟩| ∝ E increases with E while ni ∝ 1/Kdi ∝ 1/(1−eφ/kBT )
is constant after the saturation of φ. For this reason, ion cur-
rent tends to take over and manage to increase the total current

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-11 10-10 10-9 10-8 10-7 10-6

J e ,
 J i , 

J to
t [

es
u 

cm
-2

 s-1
] 

E [esu/cm2]

Je�Ji�

J�

図 3.3 本研究による新たな導出方法による非線形オーム則と Okuzumi & Inutsuka (in prep)

の 2.9 の非線形オーム則を重ねてプロットした図．実線および破線は Okuzumi & Inutsuka

(in prep)の非線形オーム則であり，プロットは本研究の導出による非線形オーム則である．
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3.2 非線形オーム則を考慮したデッドゾーン
この節では非線形オーム則を考慮したデッドゾーンの結果を載せる．はじめに基準

となるモデルでの結果を説明した後，パラメータ依存性を調べる．

3.2.1 計算モデル

円盤モデル
円盤構造は Sano et al. (2000)で用いられたものと同じものを採用する．円盤の面

密度は，最小質量円盤モデルを基準としており,

Σ(r) = 1.7 × 103
( r

1AU

)−1.5
fΣg cm−2 (3.26)

とする (Hayashi, 1981)．最小質量円盤では fΣ = 1である．

温度分布は光学的に薄い円盤を考え，

T (r) = 280
( r

1AU

)−p
(

L∗
L⊙

)1/4

K (3.27)

とする．温度分布が決まると音速も決まり，等温変化を仮定し，

cs(r) =
(

kBT (r)
mµ

)1/2

(3.28)

とする． ここで，kB はボルツマン定数，mµ は気相の平均質量である．空間密度分布

は，中心星の重力とガス圧による静水圧平衡の式から

ρ(r, z) = ρc(r) exp
(
− z2

2H(r)2

)
(3.29)

と書ける．

ここで ρc は赤道面での密度であり，面密度と関係付ければ，ρc(r) = Σ/H
√

2π と

表される．H(r)はガス密度のスケールハイトで．

H(r) =
cs

Ω
(3.30)
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図 3.4 r = 1AU, 10AU, 100AU での磁場の βc 依存性．赤色の線が r = 1AU，茶色の線が
r = 10AU，黒色の線が r = 100AUでの磁場を表す．

とする．ここで Ωはケプラー角速度である．ρc は上記のモデルを用いれば，

ρc = 1.4 × 10−9fΣ

( r

1AU

)−11/4
(

M∗
M⊙

)1/2 ( mµ

2.34amu

)1/2
(3.31)

と表される．

磁場分布は赤道面でのプラズマベータ値 βc を円盤全体で一定であると仮定するこ

とで与えられ，
B(r) =

√
8πρc

βc
cs (3.32)

とする．本研究で βc はパラメータとする．ρc と cs に上記の値を用いれば B は，

B = 1.8 ×
(

βc

0.01

)−1/2 ( r

1AU

)−7/8
G (3.33)

と表せられる．r = 1AU, 10AU, 100AU での磁場強度 B と βc の関係を図 3.4 に示

した．

非線形オーム則の計算ではダスト数密度 nd を用いる．ダスト１粒子の代表的な質

量 md とガス密度に対するダスト密度の比 fdg を用いれば，fdg = mdnd/ρという関

係がある．fdg はダストガス質量比と呼ばれる．これの星間ガスの典型的な値は 0.01
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である．ダストを球形とすると，md = 4πa3ρ•/3と書ける. ここで，aはダスト半径，

ρ• はダストの物質密度である．これらより，nd は，

nd =
3fdgρ

4πa3ρ•
(3.34)

となる．

中性ガスを主に電離するものは銀河からやってくる宇宙線を考える．原始惑星系円

盤に対して等方的に宇宙線が入射してくると考えると，ζ は，

ζ(r, z) =
ζCR

2

{
exp

(
− χ

χCR

)
+ exp

(
−Σ − χ

χCR

)}
+ ζR (3.35)

と表される (Umebayashi & Nakano, 1981)．ここで ζCR は銀河宇宙線の代表的な値

で 10−17s−1 をとり，χCR は 96 g cm−2 である．また，χ(r, z)はある点に到達するま

でに宇宙線が経験してくる面密度で，

χ ≡
∫ ∞

z
ρ(r, z)dz (3.36)

と定義される．これは実際に ρを代入し，計算を進めれば，

χ =
Σ
2

erfc
(

z√
2H

)
(3.37)

と表すことができる．ζR は円盤内の放射性核種からのによる電離速度で，ζR ≈

1.0 × 10−23(fdg/0.01)s−1 である．

局所デッドゾーン条件
本研究では，デッドゾーンは，理想MHDにおいては不安定であるが，非理想MHD

のオーム散逸によって安定化する領域であると定義する．デッドゾーンを判定する条

件として，理想MHDでMRIの起きる条件には (2.49)を用いる．またオーム散逸が

効く条件には (2.53)を用いる．磁気拡散係数 η には (2.51)を用いれば，ある点 (r, z)

におけるデッドゾーン条件は，

2π
vA

Ω0
! H and σc(r, z) <

c2

2vAH
(3.38)

50



と表すことができる．本研究ではこれを用いる．

ある電場 E における，オーム散逸が効く基準となるの電流密度を Jcrit と書けば，

MRIが成長する条件は
J(E) " Jcrit ≡

c2

2HvA
E (3.39)

となる．オームの法則が線形であったときは，単に電離計算を行い，求めた電気伝導

度と c2/2HvA を比べれば良かった．しかし，非線形オーム則では電気伝導度が電場

依存する．そのため，このように電流密度で不安定条件を考えるのが便利である．

もし，磁気乱流によって電場が上限なく上昇すると，いずれ電場加熱が起きる．し

かし，実際のMRIはある程度まで成長すると飽和状態に達する．そのため，電場加熱

が起こるより先に，MRIが飽和状態に達する場合は，電流密度の減少は起きない．

Muranushi et al. (2012)によってオーム散逸を考慮した数値計算が行われた．その

結果によれば，MRIによって起こる最大電流密度は

Jmax ∼ 10
√

ρ

8π
cΩ (3.40)

と表せられる．この値はガス密度と角速度のみで決まる物理量である．この理由につ

いては 3.3.2項で触れる．

MRIが成長する領域において，非線形オーム則を考慮したオーム散逸が効く条件は

以下の通りである．まず，非線形オーム則に従い，低電場極限から計算してゆく．電

流密度が Jmax に到達すれば，その場所は持続的な乱流状態となる．電場加熱が起き，

電流密度が先に Jcrit に到達すれば，その場所はオーム散逸が効く．図 3.5にこれの概

念図を載せた．

本研究ではMRIの成長に伴って電場も成長するとしている．しかし，3.3.3項でも

触れるが，オーム散逸が効いた後，電場が乱流とともにどのように進化するかは明ら

かでない．そのため，本研究ではオーム散逸が効いた後の電場の進化については詳し

く言及しない．

Sano et al. (2000)ではオーム散逸の条件を満たすものをデッドゾーンとしていた．

以下では便宜上のため，非線形オーム則によってオーム散逸の安定化条件 (3.38)を満

たした領域を非線形オーム則によるデッドゾーンと呼ぶことにする．非線形オーム則
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図 3.5 非線形オーム則によるデッドゾーンを判定する条件を表した概念図．左図が電場加熱が
起こる前に Jmax に達した場合である．右図が電場加熱が起き，Jcrit に達した場合である．実
線は非線形オーム則に従った電流密度を表す．点線と破線はそれぞれ Jmax と Jcrit を表す．電
流密度が最大値 Jmax に達すると，Jmax で乱流が持続する．電流密度が最大値 Jcrit に達する
と，オーム散逸が効く．

によるデッドゾーンは，MRIが成長した結果としてオーム散逸が起きる領域である．

そのため，Sano et al. (2000)のデッドゾーンのように全くMRIが起きない領域とは

異なるという点に注意を要する．

計算手法
計算手法は以下の通りである．まず，ある場所における温度，ガス密度，電離速度，

アルフベン速度，ケプラー角速度，ガス密度スケールハイトの値を求める．その後，

温度，ガス密度，電離速度から非線形オーム則に従った電流密度の値を弱電場から計

算してゆく．その電流密度が Jmax 以上，もしくは Jcrit 以下になった時に計算を止め

る．そのようにして，局所的な不安定状態を判断する．これを円盤の全体を通して行

うことで，非線形オーム則によるデッドゾーンを描くことができる．
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3.2.2 基準モデルにおける結果

本研究ではケプラー回転をする光学的に薄い最小質量円盤モデルを基準となるモデ

ルとし，中性ガス粒子は H2，陽イオンは HCO+ に代表されるとする．また，円盤質

量パラメータ fΣ は 1，ダストガス質量比 fdg は 0.01，ダスト半径 aは 0.1µm，赤道

面でのプラズマベータ値 βc は 102，ダストの物質としての密度を 3g/cm3，中心星の

質量M∗ は１太陽質量M⊙，中心星のルミノシティ L∗ は１太陽ルミノシティ L⊙ を

基準とする．電離源は銀河宇宙線が支配的だとする．

前節の手法を用いて非線形オーム則を考慮したデッドゾーンは図 3.6になる．図 3.6

によれば Sano et al. (2000) のデッドゾーンは赤道面において 19AU までしかない．

それに対し，非線形オーム則によるデッドゾーンは 70AUまで及ぶ．非線形オーム則

によるデッドゾーンは Sano et al. (2000)のデッドゾーンよりも４倍程度大きな領域

である．

図中の Hideal は理想 MHD で MRI が起きる高さを表している．βc = 102 では

Hideal はガス密度スケールハイト H より下に存在する．これは磁場が強いために H

以下という密度の高い領域でも，MRIが起きうるためである．

また，図 3.7に図 3.6の赤道面上における r = 60AU と r = 80AU での電流密度と

電場の関係をそれぞれ示した．図 3.6において r = 60AU, z = 0AU は非線形オーム

則によるデッドゾーンである. これは，図 3.7の左図によれば，電場加熱により電流密

度が減少し，オーム散逸が効くためにデッドゾーンとなっている．また，図 3.6にお

いて r = 80AU, z = 0AU は非線形オーム則による持続的な不安定状態である. これ

は，図 3.7の右図によれば，電場加熱が起こる前に電流密度が最大値に達している．

これらの結果から，非線形オーム則によるデッドゾーンでは，電場加熱による電気

伝導度の減少によって，オーム散逸が起きていると理解できる．

53



 0

 2

 4

 6

 8

 10

 0  20  40  60  80  100

z 
[A

U
]

r [AU]

 c=102

Old Deadzone
New Deadzone
H(r)
Hideal Nonlinear�

Linear�

r [AU]�

z 
[A
U
]�

図 3.6 非線形オーム則によるデッドゾーンと Sano et al. (2000) のデッドゾーンを比較した
図である．青色の斜線領域は Sano et al. (2000) で描かれたデッドゾーンである．赤色の斜線
領域は非線形オーム則によるデッドゾーンである．点線で描かれた Hr は (3.30)で表されるス
ケールハイトである．破線で描かれたHideal は (2.55)で表され，理想MHDにおいて密度が低
いために磁場が円盤ガスと結合してないことによって安定になるスケールハイトである．
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図 3.7 図 3.6の赤道面上における r = 60AUと r = 80AUでの電流密度と電場の関係．実線
は非線形オーム則を表しており，点線はMRI が最大まで成長した時の電流密度 Jmax を表し，
破線はオーム散逸が起こりMRIが安定化する criticalな電流密度 Jcrit を表している.
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3.2.3 プラズマ βc 依存性

次に赤道面におけるプラズマ βc のパラメータ依存性を調べる．初期に与える z 方

向に一様な磁場 B(r) は (3.32) のように βc を与えることで決まる．また赤道面での

ガス密度 ρc は最小質量円盤モデルから設定として与えられる．そのため βc を大きく

するという操作は，磁場を独立に弱くするという操作に相当する．

図 3.8に非線形オーム則によるデッドゾーンの図を βc = 102 から 107 まで並べた．

従来のデッドゾーンは βc が増加すると，デッドゾーンも増加していたしかし，非線

形オーム則によるデッドゾーンの大きさは βc に依存しない．また表 3.1に各 βc での

デッドゾーン外縁半径 rout の値を示した．

βc が増加すると，B を通して vA が減少する．vA の減少によって，オーム散逸の

安定化基準である電気伝導度 σc,crit ≡ c2/2HvA が増加する．図 3.5 を用いて説明す

れば，βc の増加は Jcrit を y方向に並進させることに等しい．非線形オーム則による

デッドゾーンは電気伝導度の減少によっておこる．そのため，典型的には，電気伝導度

の減少がおきる限り，βc の変化はオーム散逸が起きるという結果に影響を与えない．

表 3.1 図 3.8の各デッドゾーンの大きさ rout[AU]の βc 依存性

βc 従来 非線形オーム則
10−2 19 69
10−3 22 69
10−4 25 69
10−5 29 69
10−6 35 69
10−7 44 69
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図 3.8 非線形オーム則によるデッドゾーンの βc の依存性．上から順に βc =

102, 103, 104, 105, 106, 107 である．赤色の斜線領域が非線形オーム則によるデッドゾーン
で，青色斜線領域が従来のデッドゾーンである．
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3.2.4 ダスト密度依存性

次にダスト密度を変化させてみる．ダスト密度は，ガス密度に対してのダスト密度

の比である fdg によって与えているので，これを変化させる．基準となる fdg の値は，

星間ガスの代表的な値 0.01を用いている．ダストの濃集あるいは拡散によってこの値

は変化すると考えられる．いくつか微惑星を形成したような場合は，周囲のガスのダ

ストは減るため，fdg は減少する．そのため，fdg は円盤の進化を表していると考える

こともできる．また，円盤の赤道面にダストが重力により沈殿する場合は，fdg は増加

する．

図 3.9に非線形オーム則によるデッドゾーンの図を fdg = 10−1 から fdg = 10−5 ま

で並べた．fdg を下げると，従来のデッドゾーンと非線形オーム則によるデッドゾー

ンは共に小さくなっている．逆に fdg を基準から一桁上げると，非線形オーム則によ

るデッドゾーンの大きさは 160AU程度にもなる．fdg が下がると非線形オーム則によ

るデッドゾーンの絶対的な大きさは減少する．しかし，従来のデッドゾーンに対する

相対的な大きさはほとんど変化しない．両者の比をとれば，fdg が変化しても，非線

形オーム則によるデッドゾーンは従来のデッドゾーンの大体 2～４倍程度の大きさを

持つ．

表 3.2 図 3.9の各デッドゾーンの大きさ rout[AU]の fdg 依存性

fdg 従来 非線形オーム則
10−1 40 155
10−2 19 69
10−3 8.4 31
10−4 4.9 16
10−5 3.8 8.1
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図 3.9 非線形オーム則によるデッドゾーンの βc の依存性．上から順に fdg =

10−1, 10−2, 10−3, 10−4, 10−5 である．赤色の斜線領域が非線形オーム則によるデッドゾー
ンで，青色斜線領域が従来のデッドゾーンである．各図はデッドゾーンがちょうど収まるよう
にスケールを変えている，
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3.2.5 非線形オーム則によるデッドゾーン半径の解析的な式

非線形オーム則によるデッドゾーンの大きさは，非線形オーム則をモデル化するこ

とによって解析的に見積もることができる．通常，非線形オーム則によるデッドゾー

ンでは電場加熱による電流密度の減少が起きていると考えられる．また，持続可能な

MRIが起きる領域では電流密度の減少が起きる前にMRIによっておこる最大の電流

密度 Jmax に達すると考えられる．従って，非線形オーム則によるデッドゾーンと持

続可能なMRI領域の境界では，電流密度の減少が起きたときの電流密度が Jmax に等

しいと考えられる．そこで，

rout,NL : J(Ecrit) = Jmax (3.41)

が成り立つことが rout,NL を決定する条件であるとする．しかし上の条件は誤差を含

むために，解析的には依存性を見る程度に留め，具体的な係数は基準モデルのデッド

ゾーンの大きさを用いて定める事にする．

まず左辺を先に変形した後に上記の条件を求める．(2.17)の線形オーム則の電気伝

導度，(2.56)の Ecrit の電場加熱が効く基準となる電場を使えば，

J(Ecrit) =
e2ne∆te

me
·
√

6me

mn

kBT

ele

と書ける．ここで，(2.17)に対し E ! Ecrit では電子の電気伝導度が重要であること

を用いた．ne には (2.66)を，∆te には (3.7)を，le には le = 1/nnσen を用いれば，

J(Ecrit) =
ζnn

Kdαnd

e2

me

1
nnσen

√
⟨v2

en⟩
·
√

6me

mn

kBT

e
nnσen

となる．ここで ne に対し，今考えているような電流密度の減少が大きい設定では

ne ≈ ζnn/Kdαnd が成り立つことを用いた (Okuzumi & Inutsuka, in prep)．Kde に

対し (3.25)を，nd に対し (3.34)を，を用いれば

J(Ecrit) =
1

πa2

√
πme

8kBTe
exp

(
−eφd

kTe

)
ζnn

4πρ•a3

3ρfdg

e2

me

1
nnσen

√
me

3kBTe
·
√

6me

mn

kBT

e
nnσen
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となる．ここでKde に対し，基本的に φd < 0であることを用いた．ここで E = Ecrit

での Te の値として Te ≈ 1.5T を用い，nn に nn = ρ/mn を用いて式を整理すれば，

J(Ecrit) =
4
9

√
πme

3
e · exp

(
−2eφd

3kT

)
ζ

m1.5
n

ρ•a

fdg

となる．今考えているような電流密度の減少が大きい設定では φd ≈ −2 ⟨ϵe⟩ /e が

E ! Ecrit の下で良い近似で成り立つ (Okuzumi & Inutsuka, in prep)．また，その

⟨ϵe⟩に E = Ecrit の (3.19)の値として ⟨ϵe⟩ ≈ 9/4kBT を用いれば，

J(Ecrit) =
4
9

√
πme

3
e exp (3) · ζ

m1.5
n

ρ•a

fdg

となる．ζ は (3.35)を用いて赤道面での議論に限れば，

J(Ecrit) =
4
9

√
πme

3
e exp (3) · ζCR exp

(
− Σ

192g cm−2

)
1

m1.5
n

ρ•a

fdg

となる．この式を mn = 2amu，a = 0.1µm，ρ• = 3g cm−3， ζCR = 10−17s−1，

fdg = 0.01 で規格化を行う．exp
(
− Σ

192g cm−2

)
は fΣ = 1 で，r = 20AU から

r = 100AU ではほぼ 1 となる．であるので，ここでは r に依存しない定数とみな

す．すると各物理量が基準値では J(Ecrit) ≈ 1.2 × 10−6esu cm−2 s−1 となる．ここ

で数値計算結果を用いて J(Ecrit)の係数を修正する．計算結果によれば基準モデルの

r = 70AUにおいて J(Ecrit) = 2.0 × 10−6esu cm−2 s−1 である．よって，

J(Ecrit) ≈ 2.0 × 10−6 exp
(
−8.9 × fΣ

( r

1AU

)−3/2
)

×
(

ζCR

10−17s−1

)( mn

2amu

)−1
(

ρ•
3g cm−3

)(
a

0.1µm

)(
fdg

0.01

)−1

esu cm−2 s−1

(3.42)

が得られる．

次に (3.41)の右辺について求める．(3.40)のMRIでの最大電流密度の式を用いて
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赤道面に限り，ρc に (3.31)を用いれば，

Jmax = 10
√

ρc

8π
cΩ

=
10c√
8π

√
1.4 × 10−9g cm−3f1/2

Σ

( r

1AU

)−11/8

×
( mµ

2.34amu

)1/4
(

M∗
M⊙

)1/4

· 2π

1 yr

( r

1AU

)−3/2
(

M∗
M⊙

)1/2

= 4.5 × 10−1f1/2
Σ

( r

1AU

)−23/8

×
( mµ

2.34amu

)1/4
(

M∗
M⊙

)3/4

esu cm−2 s−1 (3.43)

となる.

以上の J(Ecrit) = Jmax と，図 3.6の基準となるモデルのデッドゾーン半径から非

線形オーム則によるデッドゾーン半径を求めれば，

rNDZ = 72
(

ζCR

10−17s

)−8/23( ρ•
3g cm−3

)−8/23( a

0.1µm

)−8/23

× f4/23
Σ

(
fdg

0.01

)8/23 ( mn

2amu

)8/23 ( mµ

2.34amu

)2/23
(

M∗
M⊙

)6/23

AU (3.44)

と書ける．

この式が基準モデル以外でも成り立つことを調べる. そのために，fdg，fΣ，M∗，βc

をそれぞれ対数に均等になるようランダムに与えた．具体的な値は fdg が 10−2 から

10−4，fΣ が 10−1 から 101，fdg が 10−2 から 10−4，M∗ が 10−2M⊙ から 102M⊙，

βc が 102 から 107 までとった．数値実験を行った結果，誤差は 6%程度に収まった．

よって上記のパラメータの範囲で良い近似と言える．
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3.3 議論
本節では，本研究によって示唆されうることを議論する．以下は３つの項からなる．

１つ目は，電場加熱がダスト同士の合体成長に与える影響ついて議論する．２つ目は，

十分に発達していない電流密度から乱流粘性パラメータ αを見積もる方法について議

論する．３つ目は，非線形オーム則に従った MRI の計算手法と今後の研究について

述べる．

3.3.1 電子の電場加熱によるダスト間の反発

これまで，原始惑星系円盤では電子のもつエネルギーは電場には依らないとされて

きた．しかし，Inutsuka & Sano (2005)において電子は電場によって電場加熱される

ことが示された．原始惑星系円盤における電場加熱の影響を明らかにするため，MRI

の成長による電子の平均運動エネルギーの空間分布をもとめる．具体的には，まず非

線形オーム則を用いて電流密度を弱電場から計算する．電流密度が Jmax か Jcrit に達

した時，電流密度は定常状態になると仮定して，電子の運動エネルギーを (3.16)を用

いて計算した．

図 3.3.1に，上記の方法でMRIが定常状態まで成長した時の電子の平均エネルギー

の空間分布を示す．電場加熱を考慮すると電子の平均エネルギーが 1eV程度まで高く

なる領域が存在する．図 3.6と対応させると，エネルギーが高くなる領域というのは，

非線形オーム則によるデッドゾーンの縁であることがわかる．これは非線形オーム則

によって電流密度が下がるために，低電場で Jmax に達することができず，より高い電

場まで成長できるようになるからである．

原始惑星系円盤の電子の平均エネルギーは，電場加熱によって数 eVまでになる領

域があることがわかった．電子の運動エネルギーが高いと，電子はそれだけダストに

吸着されやすくなるそれによって，電子と中性ガスの温度が同程度のときよりダスト

は負に帯電する．

原始惑星系円盤においてサブミクロンサイズのダストが互いに衝突し，合体するこ

とで微惑星サイズの天体を形成する．ダストが負に帯電すると，ダスト間には静電反
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図 3.10 原始惑星系円盤における基準モデルでの電場加熱による平均電子エネルギーへの影響
を表した図．上図が電場加熱が起きない原始惑星系円盤の電子のエネルギーの空間分布で，下
図が電場加熱とMRIが起きると考えたときの原始惑星系円盤の電子のエネルギーの空間分布で
ある．縦軸は高さ [AU]，横軸は中心星からの距離 [AU]，色軸はMRIが進化した結果としての
電子の平均運動エネルギー [eV]を表す．

発力が働く．この斥力はダスト同士の衝突を阻害する．そのため電場加熱が効く領域

ではダスト同士は合体成長しにくくなることが示唆される．

原始惑星系円盤においてサブミクロンサイズのダストの運動は，中性ガス粒子のラ

ンダムな衝突によってブラウン運動をしていると考えられる．ブラウン運動では中性

ガス粒子の平均運動エネルギーとダストの運動エネルギーが平衡に状態にあると考え

る．そのため，ブラウン運動をするダストの運動エネルギーは ∼ kBT 程度と書ける．

また，ダスト同士の衝突時の運動エネルギーも互いにランダムな運動をしていること

から ∼ kBT と書ける．

ダスト同士が衝突するには，２つの負に帯電したダストが最接近するときの静電ポ

テンシャル Eel を超すような相対速度のエネルギー Eel で衝突しなければならない．

ダストの帯電電荷数を Z，半径が共に aだとすると，Eel は,

Eel =
e2Z2

2a
(3.45)
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rout,L = 19AU の破線は従来のデッドゾーンの外縁半径を表す．rout,NL = 70AU の破線は非
線形オーム則によるデッドゾーンの外縁半径を表す．

と書ける．Eel と衝突時の相対運動エネルギーを比較することでダストの合体成長の

起きやすさが分かる．

以上より，Eel/kBT " 1であればダスト同士の合体成長は起きにくく，Eel/kBT ! 1

であればダスト同士の合体成長は起きやすいと言える．

電場加熱によるダストの合体成長を妨害する効果を調べるため，電場加熱があると

きとないときの赤道面での Eel/kBT の動径方向分布を図 3.11に載せた．各パラメー

タは図 2.9を描いた時と同じであり，基準モデルを採用している．電場加熱が起きな

いときは 30AU程度より外側では Eel/kBT ∼ 1である．この結果は平均値であるた

め，分散を考慮すれば，Eel/kBT ∼ 1ではある程度合体成長は起こると考えられる．

しかし，電場加熱が起きると，加熱電子によって数 10倍 Eel/kBT が大きくなるので，

分散を考慮しても，ダスト同士の合体成長が難しくなることを示唆している．また非

線形オーム則によるデッドゾーンの外縁半径 rout,NL より外側では，電場加熱がほと

んど効かなくなるため，急激にダストの帯電量が減少している．
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以上のことから，非線形オーム則によるデッドゾーンでは，電場加熱によってダス

ト同士の合体成長が妨げられる可能性がある．

3.3.2 電流密度から αを求める

原始惑星系円盤における乱流の強さを決めるパラメータに αというものがある．こ

れは乱流による応力 W がガス圧 P の α 倍であるとして乱流の強さを表すものであ

る．この αをMRIによる電流密度から見積もりたいと思う．

まず MRI によって起こる最大の電流密度 Jmax の値を見積もる．元からある磁場

B0とMRIによって発達した磁場 δBを用いて磁場をB = B0 +δBと置き，MRIが

十分に発達した磁場は B0 ≪ δB で実現されるとみなす．十分に成長したMRIで最大

成長波数が支配的であるとする．また最大成長波数 kMRIは (2.47)より kMRI ≈ Ω/vA

と書ける．vA は |B| =
√

B2
0 + δB2 であることを用いると，最大成長波数 kMRI は

kMRI ≈ Ω
√

4πρ√
B2

0 + δB2
(3.46)

とできる．電流密度 Jはアンペールの法則より， (2.14)と書かれる．∇×Bを最大成

長波数が支配的であることより kMRIδB とすれば，

J ≈ c

4π
kMRIδB (3.47)

≈ c

4π
Ω
√

4πρ
δB√

B2
0 + δB2

(3.48)

となる．これは δB/
√

B2
0 + δB2 = 1/

√
1 + B2

0/δB2 として B0/δB → 1の極限をと

れば，MRIによる最大電流密度 Jmax は

J (eq)
max ≈

√
ρ

8π
Ωc (3.49)

と見積もることができる．ここで Jmax の (eq) は解析的に見積もった値であることを

表す．これは，実際に数値計算を行った結果，(3.40)のようにこれより 10倍大きい値

となる．

MRIが十分に発達し J が Jmax に達する前も (3.49)に従うとすると，J (eq)
max に対す
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る J の比 fJ は，
fJ ≡ J

Jmax
≈ δB√

B2
0 + δB2

(3.50)

と書くことができる．非線形オーム則によるデッドゾーンでは典型的には fJ ≪ 1な

ので，
δB

B0
≈ fJ (3.51)

とできる．

次にMRIによって作られた磁場が原始惑星系円盤に対して与えるトルクを求める．

原始惑星系円盤でのトルクとなる応力には分子粘性に起因するものと電磁場に起因す

るものがある. そして，それぞれレイノルズ応力とマクスウェル応力と呼ばれる．MRI

が成長するとき，レイノルズ応力はマクスウェル応力に比べ十分小さく，無視するこ

とができる．MRIの磁場は z方向に垂直なモードが発達する不安定性であるので，電

場による寄与を無視すれば，xy方向のマクスウェル応力はWxy = −⟨BxBy⟩ /4π と

書ける．Bx, By 共に ∼ δB であるとすれば，マクスウェル応力は

Wxy ∼ δB2

4π
(3.52)

と書ける．

αはW = αP に従うので，等温を仮定した状態方程式 (2.4)より，α ∼ δB2/4πρc2
s

となる．ここで (3.51)を用いれば，

α ∼ B2
0

4πρc2
s

f2
J (3.53)

と表すことができる．B2
0/4πρc2

s は β−1 に等しいので最終的に，αは，

α ∼ f2
J

βc
exp

(
z2

2H2

)
(3.54)

と見積もることができる．この式の適用範囲は fJ < 1なので，非線形オーム則による

デッドゾーンにおいてのみ使うことができる．

図 3.12は，(3.54)を用いて赤道面における非線形オーム則によるデッドゾーンでの

αを計算した図である．各パラメータは図 3.6を描いたときと同じである．このとき，
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図 3.12 非線形オーム則によるデッドゾーンにおける，α の赤道面の動径方向分布．各パラ
メータは図 2.9を描写した時と同じ，基準モデルを使った．縦軸は乱流粘性パラメータ α，横軸
は中心性からの距離 [AU] である．(3.54) は非線形オーム則によるデッドゾーンにおいてのみ
使うことができる．なので，rout,NL 以降は計算出来ない．

観測から推測される αの値 0.01よりも少なくとも 2桁小さい事がわかる．

このようにして非線形オーム則によるデッドゾーンでは乱流粘性パラメータ αの値

を見積もることができる．

3.3.3 MHD計算手法の変更

これまでのMHDの計算には線形のオームの法則を用いている．MHDの計算には

誘導方程式という (2.50)で表される式を用いて磁場の時間進化を計算する．この式の

導出には通常，ファラデーの法則に対しオームの法則と電場の時間変化を無視してい

るアンペールの式を用いることで導かれる．その際，オームの法則は E = J/σc(J)と

いう形で用いることで，電場を含まない形で MHD の計算を行うことができていた．

オームの法則が線形であるときには，電流密度と電場が１対１対応しているため，任

意の電流密度から電場を一意に求めることができる．しかし，非線形オーム則は図 2.9
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のようにある電流密度に対し，３通りの電場の解を持つような電流密度が存在する．

これはつまり，従来のMHDの計算手法が成立しないことを示している．

Okuzumi & Inutsuka (in prep)では，この問題に対し，アンペールの法則に対し電

場の時間進化を考慮したマクスウェル–アンペールの式を用いることで，解決できると

言っている．なぜなら電場の時間微分の項から，時間進化を追うことができるため，

ある電流密度に対し電場の解が複数存在した時は，それまでの電場の値の履歴から解

を１つに定めることができるからである．そのような計算はいままでなされておらず，

新しい現象がおきる可能性がある．

本研究では，非線形オーム則によってオーム散逸が効く領域を求めたが，その領域

は非線形オーム則によって電流密度が減少する領域に等しい．そのような領域では，

電流密度が減少する時に電場の解が 3つ存在するため，従来のMHD計算が使えない

ことを示唆している．今後の研究では，この問題を解決するために電場の時間進化を

考慮したMRIのシミュレーションを行う予定である．
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第 4章

結論と今後の課題

本論文で，原始惑星系円盤において，MRIの成長による，電子の電場加熱とそれに

伴う電離度減少 (非線形オーム則)が起きる領域を解析した．そのための過程を二段階

に分け，研究を行った．第一段階として，電場加熱を考慮した詳細な数値計算を行う

ために，電子温度の近似的な導出を試みた．電子温度の導出には，電場から受ける力

と中性ガス粒子との衝突の微視的な運動から考えた．第二段階として，第一段階で示

した式を用いて，MRIの成長による電場加熱領域の位置を調べた．本論文での結果を

まとめると以下の通りである．

1. 第一段階で導出した式は電場加熱による電離度の減少を十分な精度で再現する

ことを示した (3.1 節)．これにより，電場加熱及びそれに伴う電気伝導度の減

少を多くの問題で考慮することが可能になった．

2. これまで持続的な磁気乱流が起こると考えられていた場所で，MRIの成長によ

り電場加熱が起き，結果として電気伝導度が減少することを発見した (3.2節)．

数値計算の結果によれば，ダストサイズ 0.1µm，ダストガス質量比 0.01 の最

小質量円盤では，20AUまで及ぶ従来のデッドゾーンより外側に，電場加熱が

起こる領域が 70AUまで広がる (図 3.6)．この領域では，電場加熱に伴い電気

伝導度が減少するため，激しい乱流は起きないことが示唆される (図 3.12)．ま

た，電場加熱によるダスト帯電により，ダスト同士の合体成長が阻害されるこ

とも示唆された (図 3.11)．
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非線形オーム則に従った MRI の時間進化の仕方は分かっておらず，これまでの

MRIとは異なった振る舞いをする可能性がある．そのため，今後の研究では，この問

題を解決するために電場の時間進化を考慮した MRI のシミュレーションを行う予定

である．

本研究によって，原始惑星系円盤における MRI では，電場加熱の効果が重要であ

ることが示された. 特に，微惑星形成に大きな影響を与えうる．本研究で示した諸公

式を用いて詳細な数値計算を行うことで，定量的な影響が明らかになることが期待さ

れる．
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Appendix

A.1 cgsガウス単位系とMKSA単位系の違い
本論文の物理量は cgs ガウス単位系を用いている．ここでは cgs ガウス単位系と

MKSA単位系の違いを紹介する．この Appendixは Okabe (1997)を元に書いた．

MKSA 単位系とは，長さ，質量，時間の次元に m, kg, s を，電磁気を表す基本単

位として電流の単位を A を採用した単位系のことである．cgs ガウス単位系は長さ，

質量，時間の次元に cm, g, sを採用し，電磁気を表す際は既存の３つの基本単位を用

いて表す単位系のことである．cgs単位系では力の単位は dyn(1dyn = g cm s−2)を

用いる．従って 1dyn = 10−5N である．ガウス単位系は電気を表す単位には静電単位

esu を，磁気を表す単位には電磁単位系 emu を用いる．また，真空の誘電率 ε0 およ

び真空の透磁率 µ0 を無次元の１であるとし，電磁気の方程式系が対象になるように組

み立てられている．

静電単位系はクーロンの法則に係数が含まれないように電荷の単位を定義する．つ

まり，r はなれた電荷 q1 が電荷 q2 に及ぼす力は，

FE =
q1q2

r2
(A.1.1)

と記述さる．そのため静電単位系の単位 esuは esu = dyn1/2 cmとなる．

真空の誘電率 ε0 および真空の透磁率 µ0 を１であるとしているため，cgsガウス単

位系における電場 E・電束密度D，磁場H・磁束密度B 間の変換は，

E = D , H = B (A.1.2)
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で行われる．

式の対称性とマクスウェル方程式は以下のように書ける．

∇ · E = 4πρe (A.1.3)

∇ · B = 0 (A.1.4)
∂B

∂t
= c∇× E (A.1.5)

∂E

∂t
= c∇× B − 4πJ (A.1.6)

ρe は電荷密度である．ここで c は cgs 単位系で表した際の光速の値 c = 3 × 1010 で

ある．

A.2 ダスト–荷電粒子衝突断面積
この Appendixではダストと荷電粒子が衝突する際の衝突断面積を求める．衝突断

面積とは，２粒子の衝突のおきやすさを面積を用いて表したものである．例えば２粒

子が衝突する際，ある粒子と同じ運動をする系から見たときに，ある半径以内から向

かってくる他の粒子は全て衝突してしまう．そのような半径から円の面積を求めたも

のが衝突断面積である．ここでは，主に帯電しているダストに無限遠方からやってく

る荷電粒子との衝突断面積を求める．

半径 aで電荷 qd を帯びた球状のダストに無限遠方で速度 v∞ を持った質量 mα,電

荷 qα の荷電粒子が向かってくる場合を考える．また，荷電粒子の半径はダストの半径

に比べ十分小さいとする．ここで，衝突断面積の半径を b とする．b はダストの中心

を通る荷電粒子の速度方向に平行な軸からの距離を表す．その軸と bだけ離れた位置

からやってくる荷電粒子はダストと衝突する際にちょうど速度方向がダスト表面に接

する．また，その衝突時の速度を v∞ とする．これらを表した概念図を図 A.2.1に載

せた．

今ダストと荷電粒子間に働く力は中心力のクーロン力のみである．一般に中心力が

働く２粒子に対しては，空間の等方性から角運動量保存が成り立つ．また，外力がな

いので２粒子のエネルギーの和が保存する．具体的には粒子の運動えねえルギーの和
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図A.2.1 クーロン力による荷電粒子のダストへの衝突を表した概念図．

と２粒子間のポテンシャルエネルギーが保存する．この２つの保存則から衝突断面積

を求めることにする．従って用いる式は，

mαv∞b = mαvcolla (A.2.7)
1
2
mαv2

∞ =
1
2
mαv2

coll +
qαqd

a
(A.2.8)

である．両式から vcoll を消去すれば bは

b =
√

a2 − 2
qαqda

mαv2
∞

(A.2.9)

となる．ダストの帯電電荷量 qd はダスト表面のポテンシャル φd と関係付けられ，２

粒子の相互作用のみを考えれば良いときには，qd = aφd とできる．以下は qd の代わ

りに φd を用いて表す．衝突断面積 σdα は半径 bの円の面積であるので，

σdα = πa2

(
1 − 2

qαφd

mαv2
∞

)
(A.2.10)

となる．ここで πa2 はダストの投影面積であり，ダストと荷電粒子の間に力が働かな

いとき，その衝突断面積は投影面積に等しい．そのためダストが帯電しているとき，
(
1 − 2qαφd/mαv2

∞
)
はクーロン力によって変化する２粒子の衝突のしやすさを表して
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いる．また，2qαφd/mαv2
∞ は荷電粒子の運動エネルギーに対するポテンシャルエネル

ギーの比になっている．

２粒子間に引力が働くとき，qαφd は負であり衝突断面積は大きくなる．一方，２粒

子間に斥力が働くとき，qαφd は正であり衝突断面積は小さくなる．このとき，qαφd

が十分大きくなると衝突断面積が 0になるような v∞ が存在する．その速度以下では

荷電粒子は衝突することができない．この最小衝突速度 vmin は，

vmin =
√

2qαφd

mα
(A.2.11)

と表せられる．

A.3 ２粒子の弾性衝突による運動量変化と運動エネルギー
変化

この Appendixでは，２粒子の弾性衝突による速度変化および運動エネルギーの変

化を求める．

位置 r1 にいる質量 m1，速度 v1 の粒子 1と位置 r2 にいる質量 m2，速度 v2 の粒

子 2が衝突するときを考える．このとき，２粒子間に衝突以外の相互作用は無視でき

るとする．また，弾性衝突を考えるので，粒子は並進運動のエネルギーしか持たない．

衝突後の物理量には ′ をつけて表す．今２粒子に働く外力がないので，運動量保存が

成り立つ．またラグランジアンが時間に陽に依存しないので，エネルギー保存が成り

立つ．

m1v1 + m2v2 = m1v
′
1 + m2v

′
2 (A.3.12)

1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2 =

1
2
m1v

′2
1 +

1
2
m2v

′2
2 (A.3.13)

これらの物理量は全てある静止座標系から見た物理量であるが，衝突現象をよく理

解するために重心座標系と相対座標を導入する．また重心系に関する物理量にはˆを付

けて表す．重心座標系とはある系の重心から観測しているような系で，一般に重心の

原点は静止座標に対し重心速度 VG で運動する．重心速度は重心座標の時間微分から
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求められ，

VG =
m1v1 + m2v2

m1 + m2
(A.3.14)

となる．相対座標とはある片方の粒子に対する別の粒子の位置である．相対座標を rr

とすると rr = r1 − r2 と書ける．また，相対座標の時間変化率は相対速度と呼ばれ

vr = v1 − v2 と書ける．これらの物理量を用いれば，粒子１，２の重心座標系から見

た衝突前と後の速度は，

v̂1 =
m2

m1 + m2
vr, (A.3.15a)

v̂2 = − m1

m1 + m2
vr, (A.3.15b)

v̂′
1 =

m2

m1 + m2
v′

r, (A.3.15c)

v̂′
2 = − m1

m1 + m2
v′

r (A.3.15d)

となる．相対速度および相対位置はニュートン力学においては座標系に依らないので，

ここでは単に vr, rr と記述する．エネルギー保存 (A.3.13)の各速度に (A.3.15)を用

いれば，

|vr| = |v′
r| (A.3.16)

が成り立つ．つまり相対速度の絶対値は衝突の前後で変化しないことを表している．

また，重心座標系から見た，ある時刻における２粒子の運動量の和は常に０であるこ

とが (A.3.15)から明らかである．衝突前後の速度差を静止座標系から重心座標系に変

換すると，
∆v = (v̂′ + VG) − (v̂ + VG) = ∆v̂ (A.3.17)

となり，衝突前後の速度差は座標系に依らない．従って以下は衝突前後の速度差は座

標系による区別をしない．
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粒子１の衝突後の速度差 ∆v1 は (A.3.15)の関係を用いれば，

∆v1 =
m2

m1 + m2
v′

r −
m2

m1 + m2
vr

=
m2

m1 + m2
(v′

r − vr) (A.3.18)

である．ここで， vr に平行な単位ベクトルを e∥ としこれに垂直な単位ベクトルを

e⊥ とする．また vr と v′
r の成す角を θ とすれば，∆v1 は，

∆v1 =
m2

m1 + m2
(v′

r cos θe∥ + v′r sin θe⊥ − vre∥)

=
m2vr

m1 + m2
((cos θ − 1)e∥ + sin θe⊥) (A.3.19)

である．

次に運動エネルギーの衝突による変化についてみてゆく．重心座標系の量に変換し，

計算すれば，

∆ϵ1 =
1
2
m1v

′2
1 − 1

2
m1v

2
1

=
1
2
m1(v̂′

1 + VG)21 −
1
2
m1(v̂1 + VG)21

=
1
2
m1v̂′

1

2
− 1

2
m1v̂1

2 + m1VG · v̂′
1 − m1VG · v̂1

　 =
1
2
m1

m2
2

(m1 + m2)2
v′2

r − 1
2
m1

m2
2

(m1 + m2)2
v2

r + m1VG · (v̂′
1 − v̂1)

= m1VG · ∆v1 (A.3.20)

となる．

以上が特定の２粒子に関する，衝突前後の速度と運動エネルギーの変化である．し

かし，これらの式には今考えている系からは与えることのできないパラメータである

θ が含まれている．θ を与えるのは一般に困難である．従って以下では，重心座標系

で見たときに，衝突によって粒子が散乱する方向は全ての方向にその確率は等しいと

する．つまり等方的な散乱を考える．(A.3.21) と (A.3) を全立体角に関して積分し，

その平均を求める．e⊥ が立体角方向に依存することに注意すれば， ∆v1 の立体角平
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均は，

1
4π

∫
∆v1dΩ =

m2vr

m1 + m2

(
1
4π

e∥

∫
(cos θ − 1)dΩ +

1
4π

∫
sin θe⊥dΩ

)

=
m2vr

2(m1 + m2)
e∥

∫ π

0
(cos θ − 1) sin θdθ

= − m2

m1 + m2
vr

= − m2

m1 + m2
(v1 − v2) (A.3.21)

となる．

同様に，∆ϵ1 の立体角平均を行う．衝突による散乱角に重心速度は依存しないこと

に注意し，(A.3.21)を用いれば，

1
4π

∫
∆ϵ1dΩ = m1VG ·

(
1
4π

∫
∆v1dΩ

)

=
m1m2

m1 + m2
VG · vr

=
m1m2

m1 + m2

(
m1v

2
1 − m2v

2
2 − (m1 − m2)v1 · v2

)

=
2m1m2

m1 + m2

(
ϵ1 − ϵ2 −

1
2
(m1 − m2)v1 · v2

)
　 (A.3.22)

となる．
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